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Vorwort

Die Inhalte dieses Dokuments kénnen an verschiedenen Stellen iiber die Vorlesungsinhalte hinausgehen und
représentieren im wesentlichen eine Obermenge der in der Vorlesung behandelten Inhalte.

Im wesentlichen werden sich die Inhalte dieses Dokuments kaum von der Vorlesung unterscheiden.
Natiirlich ist es moglich, dass die Reihenfolge, in der die Inhalte prisentiert werden, angepasst wird. Sollten
neue Inhalte oder neue Beispiele behandelt werden, so konnen Sie gerne zur Verbesserung des Skripts beitra-
gen indem Sie den Teil als tex-Datei an Matthias Kergafiner (matthias.kergassner@fau.de) weitergeben
oder zumindest einen entsprechenden Hinweis absetzen. Auch erkannte Fehler kénnen Sie uns so mitteilen.

Im Changelog finden Sie Informationen zu allen Anderungen.

Changelog seit Version vom 11.4.2017

e 24.11.2017
Kapitel 1.5 ,,Universelle Turingmaschinen®
Fehlenden Betragsstrich unmittelbar vor Platzbedarf hinzugefiigt:
»Da [(M)| = O(1) gelten ...«

e 18.1.2018
Kapitel 3.1 ,,Grammatiken“ Beweis zu Satz 3.3 im Abschnitt ,=“.
Grammatiktupel bei Uberfithrung von Turingmaschine M in Grammatik Gy mit L(M) = L(G ) so-
wohl in der Grammatik mit Riickwérts- als auch Vorwértsausfithrung der Turingmaschine hinzugefiigt:
,Ziel: Grammatik G = (V, X, P, S) angeben, die diese Rechnung riickwdrts ausfiihrt.“

2Gu = (V,5,P,S), V= <{$.,A1,A2} UQuU { {Z} a€(BU{e}),be F}), 3, T wie bei Turingmaschine,“

e 24.1.2018
Kapitel 3.7 ,Kontextfreie Grammatiken und Sprachen* Beispiel 3.32 zur kontextfreien Pumpeigenschaft
Punkt (d). An Stelle von ,n? “ wurde an mehreren Stellen filschlicherweise nur ,nz,“ benutzt:

2 n%«Hvz\

L, Wihle ¢ = 2, dann gilt wo'wzly = wwz?y = a

n2 . .
Damit a"Z+"®l € Ly muss n? + |vz| eine Quadratzahl sein.
>1

. N
Es gilt aber n? < n? 4 |vz| <n? +np <n +np +np+1=(np +1)*



1.2.2018

Kapitel 3.5 ,,Das Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen und nichtreguldre Sprachen*

Beweis von Satz 3.20: Alternative Version mit reguldrer Grammatik hinzugefiigt.

Definition 3.19, Beweis von Satz 3.20, Beispiele danach: Variablennamen veréindert (meist = zu z).

e 7.2.2018
Kapitel 2.0.2 ,Das P-NP-Problem*“
Bei den relevanten Sprachen wurden IS, CoL, 3CoL und BP hinzugefiigt.

e 12.4.2018
Kapitel 3.6 ,,Regulére Ausdriicke und Abschlusseigenschaften regulérer Sprachen*
Ausfiihrliche Erklarung zur Gauss-Elimination um aus einem Automaten einen reguldren Ausdruck zu
erzeugen.

e 9.7.2018
Kapitel 3.7 ,,Kontextfreie Grammatiken und Sprachen®, Unterkapitel , Kellerautomaten*
Alternative Darstellung der Konfiguration eines Kellerautomaten.

e 15.10.2018
Kapitel 1 ,Einfiihrung in die Berechenbarkeit“, Unterkapitel ,,Die Registermaschine (RAM)*
»- bei Registermaschinenbefehlen eingefiigt.

e 7.1.2019
Kapitel 3.2 ,,Endliche Automaten*
In Abbildung 12 Selfloops bei ¢; und g3 hinzugefiigt (wie in G4 gefordert); g5 aus V entfernt (bei Gy).

e 22.1.2019
Kapitel 3.6 ,,Reguldre Ausdriicke und Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen*
Es wurde zur Gauss-Elimination, um aus einem Automaten einen regulidren Ausdruck zu erzeugen, ein

weiteres Beispiel hinzugefiigt und die Schreibweise (fiir beide Beispiele) aus Vorlesung iibernommen
(Anstelle von Rg, R4, Rp wird direkt S, A, B verwendet).

e 7.2.2019

— Vorwort iiberarbeitet.

— Kapitel 3.7 ,Kontextfreie Grammatiken und Sprachen*
Im Beweis zu Lemma 3.27 ist ein gerichteter kreisfreier Graph ein DAG (kein GAG).

e 1.4.2019
Kapitel 2.0.2 ,,Das P-NP-Problem*
Bei der Definition von VC wurde ,,=:“ durch ,,:=* ersetzt.

e 4.11.2019
Kapitel 1.5 ,,Universelle Turingmaschinen*
Fehlendes #-Symbol in Definition von (M) hinzugefiigt. Leerzeichen innerhalb (M) entfernt, welche
man félschlicherweise als Blank-Zeichen interpretieren konnte.

e 25.11.2019
Kapitel 2 ,Nichtdeterministische Turingmaschinen und das P-NP-Problem*
Unmittelbar nach Definition 2.1 , Zustandsiibergang* zu ,, Konfigurationsiibergang* geéndert.
In Definition 2.2 wurden die Fille ¢ L(M) ausgeschlossen (bisher wurden sie mit 0 bewertet).
In Satz 2.3 wurde explizite Platzbeschréinkung mit s(n) durch implizite Platzbeschriankung durch die
Laufzeit t(n) ersetzt.
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e (01.02.2021
Unterabschnitt 1.8:
|- -] und fiir jedes z € L existiert ein y € {0,1}* sodass M, gestartet mit Eingabe y die Ausgabe x
produziert, da g surjektiv ist.*

e 01.02.2021
Unterabschnitt 2.2

BP = {(A,b) | A€ M,,,.(Z) =Z""", be Z", Fy € {0,1}" : Ay < b}

e 01.02.2021
Unterabschnitt 3.6
R=(R}) L(R)=L(I)"

e 01.02.2021
Unterabschnitt 3.7
FE;, = {A | (A—)Bl...Bk) € P, mit By,...,B € El;l}UEz;l

e 01.02.2021
Unterabschnitt 3.7
»ein Wort w =ay...a, € X*.¢

e 15.02.2021 (Version 0.2.0)
Unterabschnitt 3.6
Rijk-Verfahren tiberarbeitet:

- Rf ; ist ein reguldrer Ausdruck und L(Rﬁ j) die Sprache, die von diesem Ausdruck erzeugt wird.
— Fazit dieses Beweises hinzugefiigt
e 15.02.2021 (Version 0.2.1)

Unterabschnitt 3.4
p,q markiert = es gibt ein markiertes {p’, ¢’} mit {§(p,a),d(q,a)} = {p’,¢'} und

e 25.03.2021 (Version 0.3.0)
Unterabschnitt 1.7:

Leichte Umstrukturierung
— Beispiele beziffert
Im Beispiel die FESTE_MASCHINE 1y, definiert

FESTE_MASCHINE ., wird nun korrekterweise mit leerer statt mit beliebiger Eingabe gestar-
tet

e 20.10.2021 (Version 1.0.0)
Das Skript ist absofort offiziell.

e 26.01.2022 (Version 1.1.0)
Notation der Beispiele in 3.32 korrigiert.

e 07.02.2022 (Version 1.2.0)
Argumentation der Beispiele in 3.5

e 02.08.2023 (Version 1.3.0)
Alterative Definition CLIQUE in 2.0.2 ergénzt.

e 18.10.2023 (Version 1.3.1)
N durch Ng ersetzt in Abb. 1
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e 04.02.2025 (Version 1.3.2)
Im Abschnitt der Kellerautomaten waren die 7 Komponenten des Tupels M in verdrehter Reihenfolge.
Auflerdem fehlte in einem Beispiel zu den Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen ein L um
einen reguldren Ausdruck um die daraus resultierende Sprache zu bezeichnen.
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0 Was behandelt diese Vorlesung?

e Was geht und was geht nicht, ggf. mit welchen Ressourcen?

e Erkennung und Erzeugen von Objekten aus unendlich grolen Mengen mit endlichen Mitteln.
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1 Einfiihrung in die Berechenbarkeit

1.0 Die Registermaschine (RAM)

Befehlszahler

Akkumulator

Speicher (unendl. grof})

E’%l)|0(2)|0(3)|0(4)| -
bel. natiirliche Zahl

T
'

aus Ny={0,1,2,...}

| PROGRAMM |

Registermaschine, RAM

(Random Access Machine)

Abbildung 1: Aufbau einer Registermaschine.

Befehlssatz:
LOAD ¢ ¢(0) := e(i); b
STORE i (i) = ¢(0); b
ADD c(0) :=¢(0) +¢(i); b
SUB i c(0) := ¢(0)—c(i); b
MULT ¢ c(0) := ¢(0) - ¢(i); b
DIV i c(0) :=[c(0)/c(?)]; b
GOTO j b
IF ¢(0)?7l GOTOj ?e{=<,>,<>}, |
END

Befehle mit Konstanten (const):
C-LOAD ! ¢(0) :=1; b:=b+1;
C-ADD ! c(0):=c¢(0)+1; b:=b+1;
C-SUB | c(0) :=c(0)=l;  b:=b+1;
C-MULT [ ¢(0) :=¢(0) - ; b:=b+1;
C-DIV | c(0) == [c(0)/l]; b:=Db+1;

Befehle mit indirekten Zugriffen:
IND-LOAD i ¢(0) := c(c(i)); b
IND-STORE ¢  ¢(c(4)) := ¢(0); b
IND-ADD ¢ c(0) :=¢(0) + ¢(c(i)); b
IND-SUB i c(0) :== c(0)=c(c(i)); b
IND-MULT @ ¢(0) := ¢(0) - ¢(e()); b
IND-DIV i c(0) == [c(0)/c(c(i))]; b

Ausgabe steht in den Registern 1,..., k.

=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;
=7

dabei gilt a—b =,;a monus b*“= max{0,a — b}

eN

=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;
=b+1;

Ein Programm besteht aus endlicher Folge von Einzelbefehlen des Befehlssatzes.
Programmzeilen sind durchnummeriert: 1, 2, 3, .. ..

Eingabe steht in den Registern 1,..., k. Rest ist mit O initialisiert.

»Alle Algorithmen lassen sich mit solchen RAM-Programmen programmieren.“
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1.1

Die Turingmaschine (TM)

Zustande
(Anzeige des
akt. Zustands)

Ausgabe - LEDs

/
qo Mo ¥ 0 |”Programm”
endliche g JAX &
Kontrolle 4 :
- NEIN ()
g Lese-Schreib-Kopf
(kann sich bewegen)
—O—
<« [ I 1 [ [ [ | [ [ —
unendlich ? unendlich
Speicherzelle - kann genau Band - Tape
ein Zeichen speichern (unendlich lang)

Abbildung 2: Aufbau einer Turingmaschine.

Definition 1.1 (Deterministische 1-Band-Turingmaschine)
FEine deterministische 1-Band-Turingmaschine M = (Q, %, T, 6, qo, F) ist charakterisiert durch:

Q: endliche Zustandsmenge {qo, - . ., qx }

>.: endliches FEingabealphabet

I': endliches Bandalphabet mit ¥ C T"

B: Blank, B €T, B ¢ ¥ (Leerzeichen)

qo: go € Q Startzustand

F: akzeptierende Endzustinde, F' C @)

das Programm 6: Q@ xI' - Q xI' x {R,L, N}

Richtungen fiir Kopfbewegung (rechts, links, nichts)
eine partielle Funktion, wobei es fiir Endzustidnde keine Ubergédnge geben soll

Zu Beginn steht der Lese-/Schreibkopf auf dem ersten Zeichen der Eingabe

FEingabe: w = wjwsy...w, € X*
g NG 1W2 n

Wort aus n Zeichen aus X

bis auf die Eingabe ist das Band ,leer” (mit Blank-Zeichen befiillt)

Ist die Eingabe w = ¢ (leeres Wort) so steht der Lese-/Schreibkopf auf einem Blank

Sei L C ¥*, dann heif3t L Sprache iiber das Alphabet 3. L ist eine Sammlung von Wértern aus X*.
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Beispiel 1.2 L = {0"1"|n > 1} C {0,1}*

Gegeben: w € X*, Frage: w € L? (Wortproblem)

Wie lost man das Wortproblem fiir L mit einer TM?

1 Teste zuerst, ob die Eingabe von der Form 00...01...1 ist;

2 solange noch Zeichen vorhanden sind tue

3 Lies die letzte 1, losche sie, ,merke die gelesene 1 im Zustand®;
4 Lies die erste 0, losche sie;

5 Ende

M= (Q,%,T,4,q, F) mit

Q: {qu"'7Q7}7 = {Oa]-}a = {07173}7 F= {CI7}
5 0 1 | B
qo (q0707R> (q1517R) -
q1 - (qlalaR) (q27B7L)
q2 - (Q37B7L) -
qs3 (q3705L) (q3alaL) (Q4,B,R)
g4 (CI5,B,R) - -
qs (q6u07R) (QG,].,R) (q77ByN)
de (QG707R> <QG517R) (QQ7B7L>
qr - - -

Eine Konfiguration K ist ein Element aus I'* x Q x I'*.

»TM M ist in Konfiguration K = aq8“
< Auf dem Band steht o8 und der Kopf steht unter dem ersten Zeichen von 8 und der Zustand ist q.

z.B. 00¢g20111 ist eine Konfiguration, welche in Abbildung 3 visualisiert ist.

B|B|B|0O|O|[O|1|[1]1]|B

Abbildung 3: Veranschaulichung der Konfiguration 00g20111.

Sei B = b, a = aa.

»a'q’ B ist direkte Nachfolgekonfiguration von agf, falls gilt 6(q,b) = (¢/,V',s), s € {R, L, N} und
efallss=N:o/ =0, 5/ =Vp
e fallss=L:a' =@, 3 =ablfs
efallss=R:a' =, =05

Schreibweise dass o’q’(’ eine direkte Nachfolgekonfiguration von agf ist: agfS F o'q' 5’
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o’q' 8 ist die i-te Nachfolgekonfiguration von aqg, falls gilt:
1=0: aqBf=dq¢p
i >1: es gibt Konfigurationen K1, K, ..., K;_1, so dass
O(qﬁ H Kl - KQ F...F Ki—l - Oélq//Bl
Schreibweise dass o/q’3’ die i-te Nachfolgekonfiguration von agf ist: agB F* o/q' /3

a'q' B ist eine Nachfolgekonfiguration von agf, falls es ein i gibt, so dass agB F o'¢’ 3.
Schreibweise dass o’q’8’ eine Nachfolgekonfiguration von agf ist: agqB H* o'q¢' 3’

Definition 1.3
M sei deterministische 1-Band-TM. x € ¥* sei die Eingabe von M.

o M akzeptiert z € ¥*, falls es o, f € I'* und q € F gibt mit qox F* agf.
(im Beispiel 1.2: qo000111 -* BBBBq; BBBB)
O. B. d. A. wenn eine Konfiguration mit ¢ € F erreicht wird, gibt es keine Nachfolgekonfiguration
mehr.

e Die Sprache L(M) von M ist die Menge aller von M akzeptierten x € X*. Hier wird keine Aussage
getroffen iiber das Verhalten von M, wenn M die Eingabe x nicht akzeptiert. M akzeptiert die
Sprache L(M).

e FEin stdrkerer Begriff: Falls M die Sprache L akzeptiert und fiir alle Eingaben x € ¥* nach endlich
vielen Schritten anhélt, so entscheidet M die Sprache L.

e [ C ¥* heifit rekursiv aufzdhlbar (r.a., engl. r.e. (recursively enumerable)) genau dann, wenn es
eine deterministische 1-Band-TM M gibt mit L(M) = L.

e [ C ¥* heifit entscheidbar oder rekursiv genau dann, wenn es eine deterministische 1-Band-TM M
gibt, die L entscheidet.

Was kann passieren, wenn eine TM M eine Eingabe = nicht akzeptiert?

o M, gestartet mit Eingabe x, erreicht Konfiguration, fiir die es keine Nachfolgekonfiguration gibt, aber
der aktuelle Zustand ist nicht in F' enthalten®“ kann bezeichnet werden als
M, gestartet mit Eingabe z, hélt | nicht akzeptierend“ bzw.
M, gestartet mit Eingabe x, hélt verwerfend.

e M, gestartet mit Eingabe x, hdngt sich in Endlosschleife auf bzw.
M, gestartet mit Eingabe x, hélt nie.

Anmerkung: Wir werden rekursiv aufzéhlbare Sprachen untersuchen, die nicht entscheidbar sind.

Definition 1.4
Eine deterministische 1-Band-TM M berechnet die partielle Funktion f : ¥* — (I'\ {B})* falls gilt:

o f(x) =y, falls qox F* qy und M gestartet mit Eingabe x hélt in Konfiguration qy fiir ein g € Q
e f(x) ist nicht definiert, falls M gestartet mit Eingabe x nicht hélt.

FEine deterministische 1-Band-TM M berechnet die totale Funktion f: IN" — I, falls ¥ = {0, 1, #} und
fiir jedes aq,...,a, € IN gilt:

qobin(a1)#bin(az)# . .. #bin(a,) F* ¢ bin(f(as,...,a,)), fiir ein ¢ € Q und M hilt.

(bin(x) ist die Binérdarstellung der Zahl x € IN)
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1.2 Programmiertechniken und einfache Simulationen

(1.) Endlicher Speicher(,,im Zustand merken*)
z1...z, € X1 Eingabe.
Frage: Ist 1 in x5 ...z, enthalten?
I'=3U{B}, Q= ({g0} x X) U{qo, ¢1}, Startzustand qo, F' = {q1}.
0:
fiir alle a € X: §(qo,a) = ((qo,a),a, R)
fir alle a € : §((go,a),a) = (q1,a,N)
fir alle a,b € 3, a # b: §((qo,a),b) = ((go,a),b, R)

(2.) Unterprogramme
Wenn wir eine TM , programmieren®, kénnen wir sagen: Wir benutzen ein Unterprogramm, das eine be-

stimmte Aufgabe 16st.

(3.) Spurtechnik

U|IN|T|VIE|R|S|I T A T
E|{R|L|A|N|G|E|N|”"B”|”"B” |”"B ein(!) Band
N U R N B E R G ”B?’ 7’B77 77B77
U
Beispielsweise liest © das erste Zeichen E el
N

hier 3 Spuren (allg. & Spuren), aber noch immer nur 1 Kopf ["B” entspricht Blank]

Definition 1.5 Fine deterministische k-Band-TM hat k Bdander und k Kopfe.
§:QxTF - QxTFx{R,L,N}*
Die Eingabe steht auf Band 1. Die Arbeitsweise ist analog zur 1-Band-TM.

2-Band-TM ist beispielsweise gut fiir L = {w#w?|w € {0,1}*} geeignet.

Definition 1.6
M sei deterministische k-Band-TM, die fiir jede Eingabe hélt.
Zeitkomplexitédt (Laufzeit): Tar(x) := Anzahl der Schritte (Konfigurationsiibergénge),
die M gestartet mit Eingabe x € ¥* ausfiihrt,
bis gehalten wird (individuell fiir x)
Platzkomplexitit (Platzbedarf): Syi(x) := Anzahl verschiedener Zellen, die M gestartet
mit Fingabe x € ¥* besucht.

Twm(n) := max{Ty(z)|z € ¥, |z| < n}

Sm(n) := max{Sy (z)|z € ¥, |z| < n}

t,s : IN — IN: M ist t(n)-zeitbeschrinkt und s(n)-platzbeschriankt, falls fiir alle n € N : Tps(n) < t(n)
und Syr(n) < s(n).

Tra(n) > Sp(n), da in Thr(n) Schritten nicht mehr als Tas(n) Zellen besucht werden kénnen, auf einer
1-Band-TM.
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Satz 1.7 Jede t(n)-zeitbeschrinkte und s(n)-platzbeschrinkte deterministische k-Band-TM M’ kann durch
eine O(t(n) - s(n))-zeitbeschrinkte und O(s(n))-platzbeschrinkte deterministische 1-Band-TM M simuliert
werden.

BEWEIS: M' = (Q',%',1",8, ¢, F') k-Band-TM

k-Band-TM jetzt: 1 Band, 1 Kopf: 2-k + 1 Spuren
P | | | | “ e <—> e P Spur 1
—Q e [©) -+ Spur 2

M | | | | -« -+ Spur 3
= @ Spur4

Bandinhalt von Band 1
Kopfposition von Band 1
Bandinhalt von Band 2
Kopfposition von Band 2

> 11> b

- *-+ Spur 2k — 1 = Bandinhalt von Band k&
® -+ Spur 2-k = Kopfposition von Band &
¢ $ | - Spur 2-k+ 1 = Begrenzungssymbole

©

Abbildung 4: Kodierung einer k-Band-TM als 1-Band-TM.

M

Jedes Band von M’ wird jeweils mittels 2 Spuren in M abgebildet. In der ersten der beiden Spuren ist der
Bandinhalt abgelegt und in der zweiten Spur wird die Kopfposition vermerkt. Weiterhin wird ein zusétzliches
Band benétigt, um den Bereich zu markieren, in dem sich die Kopfe von M’ befinden. Die entsprechenden
Rénder werden mit ¢ und $ markiert.

Simulation:
1 Bereite das Band fiir die Simulation vor;
/* Begrenzungssymbole eintragen, Kopfpositionen auf den Spuren vermerken */
2 solange M’ noch nicht hilt tue
3 Gehe zum Rand mit den ¢;
Gehe nach rechts bis $ und wenn in einer Spur ein Kopf ® gefunden wurde, merke das
zugehorige Zeichen im Zustand bis alle Kopfinhalte gespeichert sind;
/* Dazu ist auch noch die ganze Zeit iiber der aktuelle Zustand ¢’ von M’ im
Zustand gespeichert */
Gehe wieder zu ¢;
Gehe nach rechts und verrichte die lokale Arbeit an den ©;
Wir merken uns im Zustand von M den Nachfolgezustand ¢’ von M’;
/* der alte Zustand von M’ und die im zuletzt simulierten Schritt gelesenen
Zeichen miissen (und koénnen auch) nicht mehr im Zustand gespeichert werden  */
8 Ende
9 Ridume das Band auf und halte wie M’;

Laufzeit: O(s(n) - t(n)) < einen Schritt zu simulieren dauert 4 s(n) Schritte auf M.
Platz: O(s(n)) + Platz lduft in der Simulation nicht ,,auseinander*. O

Korollar 1.8 -Band-TM und k-Band-TM liefern die gleichen Mengen entscheidbarer Sprachen (Klassen),
rekursiv aufzdhlbarer Sprachen und berechenbarer Funktionen.
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1.3 Simulationen zwischen RAMs und TMs

Definition 1.9 Fliir eine RAM M und eine Fingabe x ist
Twm(x) :=  Anzahl Schritte von M gestartet mit FEingabe x.
Sm(x) :=  Grifite benutzte Speicherzelle bei der Rechnung
von M gestartet mit Eingabe x.
,t(n)-zeitbeschrinkt “ und ,s(n)-platzbeschrinkt “ ist analog zu TMs. (n kann die Anzahl der Zahlen
oder die Anzahl der Bits sein)

Satz 1.10 Jede RAM kann durch eine deterministische TM simuliert werden.
Ist die RAM t(n)-zeitbeschrinkt, ist die TM O(t(n)3)-zeitbeschrinkt.

BEWEIS:

(a) Wir miissen uns iiberlegen, wie eine Konfiguration der RAM auf einer Mehrband-TM gespeichert wird.

(b) Wir miissen die Konfigurationsiibergiinge der RAM realisieren.

zu (a): ¢(1), ¢(2),..., c¢(k) € Ng Eingabe der RAM
Konfiguration einer RAM:

e Speicherinhalt: ¢(0),¢(1),... (inklusive Adresse und ¢(0))

e Programmzéhler b

Turing Maschine mit 3 Béndern:
#04#bin(c(0))#1#bin(c(1))# . . . #bin(i)#bin(c(i))# ... Speicherband mit Paaren aus Adresse, Inhalt
#bin(b)# Befehlszéhlerband
Arbeitsband

Abstand zwischen den # auf Befehlszéihlerband ist konstant, da das RAM-Programm konstante Linge hat.
Daher kann die TM auch mit der Technik ,,im Zustand merken“ arbeiten.

Nun miissen wir fiir jeden moglichen RAM-Befehl ein TM-Unterprogramm schreiben, das diesen Befehl
realisiert.

z.B. ADD i: ¢(0) := ¢(0) + ¢(i); b := b+ 1;

e Suche die Speicheradresse bin(¢) auf dem Speicherband.
Ist Adresse bin(z) nicht zu finden, so ist ¢(i) = 0.

Kopiere bin(c(i)) aufs Arbeitsband.
Falls ¢(7) noch gar nicht auf dem Speicherband ist, fiige #bin(i)#0# an.
»Addiere bin(c(0)) und bin(c(7)) (Schulmethode).

Kopiere das Ergebnis aufs Speicherband in den Platz fiir ¢(0).
Gegebenenfalls muss der Inhalt des Speicherbandes verschoben werden.

e Befehlszihler um 1 erhohen.

Dies funktioniert fiir jeden unserer Registermaschinenbefehle. Damit kénnen wir auch das Registermaschi-
nenprogramm in eine §-Tabelle einer deterministischen Turingmaschine iibersetzen.

Die Laufzeit zu tiberpriifen ist langlich, aber elementar. Die Laufzeit ergibt sich im wesentlichen durch die
Speicher-Schieberei. O

Satz 1.11 Jede t(n)-zeitbeschrinkte deterministische 1-Band-TM kann durch eine
O(t(n))-zeitbeschrinkte RAM simuliert werden.

BEWEIS: sieche Ubung. O
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RAM, deterministische 1-Band-TM, deterministische k-Band-TM, Halbband-TM, 2D-Band-TM, k-Kopf-
TM beschreiben alle dieselbe Klasse von ,,Berechenbarkeit“. p-rekursive Funktionen (Berechenbarkeitsmodell
ohne Maschinen) sind ebenfalls genau gleich den maschinellen Berechnungsmodellen.

Ebenso resultieren viele weitere Modelle fiir ,,Berechenbarkeit* (Vektoradditionssysteme, Chomsky-Typ-0-
Grammatiken) auf dieselbe Klasse von ,,Berechenbarkeit*.

1.4 Die Church-Turing-These

1900 David Hilbert: Benennung von 10 Problemen der Mathematik,
deren Losung diese revolutionieren wiirden.
1931  Kurt Godel: Zeigt, dass Beweise nicht automatisch generiert werden kénnen.

1936  Alan Turing: Turingmaschine und Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems.

Die Church-Turing-These:

,Die im intuitiven Sinn berechenbaren Funktionen sind genau die,
die durch Turingmaschinen berechenbar sind.“

Damit:
Berechenbar zu sein ist eine Eigenschaft einer Funktion.
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1.5 Universelle Turingmaschinen

Bislang: Unsere TM koénnen genau eine Aufgabe 16sen (special purpose).
Darstellung von (1-Band-) TM M: 0.B.d.A. T ={0,1,B}, Q@ = {q1,-.-,qmn}, Startzustand: ¢1, F = {gmn }-
Diese TM (und deren §-Uberginge 6(g;, X) = (g;, Y, D)) soll nun durch {0, 1, #} kodiert werden.
X,Y €T wird kodiert durch 0 — 00, 1 — 01, B — 11.
D € {R,L, N} wird kodiert durch R+~ 00, N — 01, L — 11.
¢; wird kodiert durch 1 = 11...1
i viele
Beispiel: 6(g3, 1) = (g2, B, L) — 111#01#11#114#11 =:code(5(g3, 1) = (g2, B, L))
Kodierung der TM mittels Endzustand und der gesamten J-Tabelle:
akz. Endzustand
###T”?##code(erster Eintrag der o-Tabelle)#+#code(zweiter Eintrag der 6-Tabelle)#+# ...
... ##code(letzter Eintrag der §-Tabelle)###
Kodierung der TM M wird auch als ,,Godelnummer® von M bezeichnet.
Mit 0 — 00, 1 — 01, # — 11 sogar 0-1-Folge pur auch als natiirliche Zahl zu interpretieren. Man kann
also jedes Turingmaschinenprogramm auf eine natiirliche Zahl abbilden. Es gibt abzdhlbar unendlich viele
Turingmaschinenprogramme, also gibt es auch nur abzéhlbar unendlich viele berechenbare Funktionen.
Schreibweise: (M) bezieht sich auf die Godelnummer der TM M. M ist dabei die tatséchliche Turingmaschine
und (M) der Bauplan dieser Maschine.

Eine TM M heiBt universell, wenn sie sich bei Eingabe (M)z, z € {0,1}* so verhiilt, wie M gestartet mit
Eingabe z.

Satz 1.12 Es gibt eine universelle deterministische 2-Band-TM M, die jede t(n)-zeitbeschrinkte und s(n)-
platzbeschrinkte deterministische 1-Band-TM M auf Platz O(s(n)) in Zeit O(t(n)) simuliert, falls M hilt.

BEWEIS: M habe Bandalphabet ' = {0, 1, B}
M: zu Beginn steht auf Band 1 (M)
kopiere (M) auf Band 2, 16sche (M) auf Band 1.

Band 1 ® Band 2 Kodierung von aktuellem Zustand (M)
a . a .
1 ... BBz12s...2,BB... . Y ST T,

Der Zustand der simulierten Turingmaschine muss explizit auf dem Band stehen, da die Anzahl der Zustdnde
nicht a priori bekannt ist und entsprechend nicht im Zustand der simulierenden TM gemerkt werden kann.

Festsetzung: |(M)| = O(1)

e Finde zum aktuellen Zustand ¢; und Zeichen X auf Band 1 an der dortigen Kopfposition auf Band 2
die Stelle #1#tcode(X)#17#code(Y )#code(D).
(viel Arbeit, aber da |(M)| = O(1), ist es auch nur konstant.)

e aktualisiere den aktuellen Zustand zu 17, ersetze auf Band 1 das X durch Y und gehe auf Band 1 in
Richtung D.

Da [(M)| = O(1) gelten die im Satz postulierten Zeit- und Platzschranken.

Platzbedarf:

Band 1 benétigt genau so viele Zellen, wie M gestartet mit Eingabe x, Band 2 benétigt nur O(1) viele Zellen.

Zeitbedarf:

(# Schritte von M gestartet mit Eingabe z) - (Zeitaufwand zur Verwaltung auf Band 2) = O(t(|z])) O
t(|z|) o)

Beobachtung: Sei = € {0, 1, #}*.

Es ist entscheidbar, ob x = (M) fiir eine deterministische 1-Band-TM M ist (Syntaxanalyse).

Code = {x | 3 deterministische 1-Band-TM M mit x = (M)} ist entscheidbar. |Code| = |IN|.
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1.6 TUnentscheidbare Probleme

Gibt es Grenzen fiir das, was Turingmaschinen berechnen kénnen? Wir werden sehen, dass es solche Grenzen
gibt, die sehr wichtige Probleme betreffen. Genauer gesagt: Wir werden zeigen, dass Probleme, von denen
wir uns wiinschten, dass sie l6sbar wéren, algorithmisch nicht 16sbar sind!

Die Godelnummer einer Turingmaschine M besteht nur aus Buchstaben aus {0, 1, #}. Durch die Abbildung

0~ 00
1—01
# 11

dieser Zeichen kommen wir sogar nur mit dem Alphabet {0,1} aus. Wir kénnen also jede 1-Band-Turing-
maschine M eindeutig durch eine Zeichenkette (M) € {0,1}* kodieren. Da der gleiche Kodierungstrick fiir
beliebige Bandalphabete ¥ funktioniert, gehen wir im folgenden davon aus, dass fiir alle Turingmaschinen,
die uns begegnen, ¥ = {0, 1} ist.

L C ¥*, L heiit Sprache. Man nennt L Problem, wenn das sogenannte Wortproblem gemeint ist, das heifit
die Frage ,z € L7“. [ Probleme® sind Mengen.
Sei x 1 die charakteristische Funktion von L, das heifit
0 fallsz ¢ L
xe(@) = 1 fallsze L
auch auffassbar als fr, : IN — {0,1}.
Wie viele solcher Funktionen gibt es? 2Nl = {iberabzéhlbar unendlich viele.
Wie viele TM gibt es? Nur |IN| viele, also nur abzéhlbar unendlich viele.
= Es gibt Funktionen, fiir die es keine TM gibt, die also ,,nicht berechenbar* sind.

Definition 1.13 (Halteproblem) Die Sprache
H = {{M)w | M ist deterministische 1-Band-TM, die, gestartet mit Fingabe w, hilt}
heifst (allgemeines) Halteproblem.

H ist rekursiv aufzihlbar. Eine universelle TM ,,zéhlt H auf*.

Satz 1.14 (Turing, 1936) H ist unentscheidbar. (oder alternativ: H ist nicht rekursiv)

BEWEIS: Wir nehmen an, dass H entscheidbar ist, das heifit es gibt eine TM My, die H entscheidet. My
hilt auf jede Eingabe und man kann am Endzustand ablesen, ob (M)w € H gilt oder nicht.
Wir schreiben das Programm (die TM) Mcpian:

1 Die Eingabe sei y;
/* y= (M) kann durch Syntaxanalyse bestimmt werden */
2 wenn y = (M) dann

3 Entscheide mittels My, ob (M)(M) € H;

4 wenn (M)(M) € H dann

5 ‘ Schreibe nach rechts unendlich viele len auf das Band;
6 Ende

7 Ende

8 bleibe stehen;
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Mschian wird gestartet mit Eingabe (Mschiau)
Fall )  Mgcnian gestartet mit Eingabe (Mgcpiay) hilt
= <Mschlau><Mschlau> cH
= wir gehen in den ja-Zweig und M i geht in Endlosschleife
= Mschian gestartet mit Eingabe (Mscpian) hélt nicht 4
Fall b)  Mgcpian gestartet mit Eingabe (Mepiar) hélt nicht
= <M€chlau><M€chlau> ¢ H
= wir gehen in den nein-Zweig und Mgcpiq. hélt
= Mschiau gestartet mit Eingabe (Mgcpian) hélt 4
= My gibt es nicht = H ist unentscheidbar.

Satz 1.15

(a) H ist rekursiv aufzihlbar.

(b) H =1{0,1}*\ H ist nicht rekursiv aufzihlbar.
BEWEIS:

(a) Die universelle TM aus Satz 1.12 ist der rekursive Aufziihler von H.
(M)w € H & die universelle TM gestartet mit Eingabe (M )w hilt.

(b) Annahme: H ist rekursiv aufziihlbar durch die TM M, dann betrachte folgende TM:
Entscheider fiir H:

/* Ziel: Entscheide ob y = (M)w € H ist */
1 Die Eingabe sei y;
/* y=(M)w kann durch Syntaxanalyse entschieden werden */

wenn y = (M)w dann

Fiihre gleichzeitig/parallel aus und stoppe beide Simulationen, wenn eine der
simulierten TM’s stoppt:

4 e Starte auf Band 1 die universelle TM mit der Eingabe (M )w;

w N

/* Halt fir (M)we H */
5 e Starte auf Band 2 die TM M mit Eingabe (M )w;

/* Halt fir (M)w ¢ H */
6 wenn Simulation auf Band 1 gestoppt hat dann
7 ‘ Halte akzeptierend;
8 Ende
9 Ende

10 Halte verwerfend;

= entweder TM auf Band 1 oder TM auf Band 2 hailt
= diese TM entscheidet H

= H ist entscheidbar %

= M gibt es nicht

Definition 1.16 (Initiales Halteproblem) Die Sprache
H. = {{M) | M ist deterministische 1-Band-TM, die, gestartet mit Fingabe ¢ (dem leeren Wort), hdlt}

heift initiales Halteproblem.

Satz 1.17 H,. ist unentscheidbar.
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BEWEIS:

Wir zeigen: Wére H. entscheidbar, dann kénnte man einen Entscheider fiir H angeben.
Wir nehmen an: H, ist entscheidbar.

Wir wollen zeigen: Dann ist H auch entscheidbar.

TM M entscheide H..

Gegeben: (M)w und die Frage ,(M)w € H?“

Ziel: Programm zur Beantwortung der Frage angeben, das M benutzen darf.

FESTE_MASCHINE ypy.,:

1 Die Eingabe sei x;
2 Starte M mit Eingabe w;
3 wenn z = ¢ dann
4 ‘ halte;
5 sonst
/* Es ist egal was hier passiert. */
6 halte;
7 Ende

(M)yw € H = wir erreichen (3) = FESTE_MASCHINE sy, € H.
(M)w ¢ H = wir erreichen (3) nie = FESTE_MASCHINE yy,, & He

Es gilt damit (FESTE_MASCHINE ypy,,) € He < (M)w € H (*)
Konstruiere nun TM die H entscheidet:

Wenn M mit Eingabe (FESTE_MASCHINE yy,,) gestartet wird, konnen wir ihre Antwort fiir die Frage
»(M)w € H?* direkt iibernehmen.

MHZ

1 Die Eingabe sei z;
wenn x # (M)w dann
3 halte ,nicht akzeptierend*;

(&)

/* Test ob Eingabe eine Gddelnummer enthdlt ist in endlicher Zeit mdglich */
4 Ende
5 Sei nun x = (M)w;

6 Konstruiere (FESTE_MASCHINE ypy.);
/* Berechnet eine Fkt. f:{0,1}* — {0,1}* */
7 Entscheide mittels M, ob (FESTE_MASCHINE py,,) € H. ist und gib die Antwort aus;

Dieses Programm entscheidet wegen (*) das Halteproblem H. 4
= M gibt es nicht. O
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1.7 Reduktionen und der Satz von Rice

Definition 1.18 Eine Funktion f : {0,1}* — {0,1}* heifit berechenbar, wenn es eine (1-Band-)TM My
gibt, fiir die mit x € {0,1}* gilt:

o Ist f(x) definiert, so hdlt My gestartet mit Eingabe x und f(x) steht am Ende auf dem Band als
Ausgabe.

o Ist f(x) undefiniert, so hilt My gestartet mit Eingabe x nicht.

Ist f total, das heifit fir alle x € {0,1}* definiert und berechenbar, so heifst f total berechenbar (oder
auch: total rekursiv).
Eine Sprache L ist entscheidbar genau dann wenn die sogenannte charakteristische Funktion

1 fallsxz el

xr : {0,1} — {0,1} mit xp(z) = {0 falls x & L

total berechenbar ist.
Eine Sprache L ist rekursiv aufzihlbar genau dann wenn die partielle Funktion

A 1 fallsx € L
! . 0, 1} — Ov 1 t =
Xz {0, 1} {01} mat x1 () {undeﬁniert falls x ¢ L

berechenbar ist.

Beispiel:

@) {1 falls am 12.3.2007 um 8:24 Uhr x viele Fahrrader vor dem blauen Hochhaus geparkt waren
) =

0  sonst.
Die Funktion f ist total berechenbar, denn es gibt ein xzg € INy sodass

1 Tr = 2o

x) = foo () =

F(@) = fuo(a) {0 o
Wir wissen zwar nicht welche Turingmaschine die Funktion f berechnet, aber fiir jedes xy gibt es eine
Turingmaschine die f;, berechnet. Eine dieser Turingmaschinen berechnet f und somit ist f berechenbar.
Dabei wire sogar irrelevant, ob sich der Messzeitpunkt in der Vergangenheit oder in der Zukunft befindet.

Sehen wir uns nun den Beweis von Satz 1.17 noch einmal an. Wir kénnen ihn in mehrere Teile gliedern.
Was wir dort gemacht haben, ist, dass wir mit Hilfe eines (nicht existierenden) Entscheiders fiir H. einen
Entscheider fiir H programmiert haben. Dabei bekommt der H.-Entscheider eine Turingmaschine in Form
ihrer Godelnummer (ihres Programms) als Eingabe, so dass die Antwort des H.-Entscheiders direkt (ohne
Modifikationen) die Antwort auf die Frage ,,(M)w € H?“ ist.

Das wollen wir im folgenden abstrahieren/verallgemeinern.

Definition 1.19 Seien Ly und Lo Sprachen dber dem Alphabet {0,1}.
Eine Reduktion ist eine total berechenbare Funktion f :{0,1}* — {0,1}*, fir die gilt:

x € L1 & f(x) € La.

Wir schreiben ,Li < Lo “und sagen Ly wird (mittels f) auf Lo reduziert.
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total berechenbar
0.1y / - (0,1}

Abbildung 5: Wirkungsweise einer Reduktion (das Spiegelei-Bild)

Beispiel 1.20 Die folgende total berechenbare Funktion f ist eine solche Reduktionsfunktion, die zeigt,
dass H < H, ist:
f(z) = {(FESTEMASCHINE<M>w> falls © von der Form (M)w ist (entscheidbar mit Syntazanalyse)

0 sonst
Ganz wichtig ist hierbei, dass die Figenschaft ,x von der Form (M)w* entscheidbar ist! Dadurch kann
namlich f durch die folgende Turingmaschine berechnet werden:
H _auf_H._Reduzierer:

1 Die Fingabe sei x;
2 wenn z von der Form (M)w dann
3 gib (FESTE_MASCHINE (5/y,,) aus;
/* Test ob Eingabe eine Gddelnummer und eine Eingabe enth&lt ist in endlicher
Zeit méglich. */
4 sonst
5 ‘ gib 0 aus;
6 Ende
f st total berechenbar
~~ —_—

Muss vermerkt sein. Muss man nachpriifen.

Sei FESTE_MASCHINE 7y, -

1 Die Fingabe sei y;
2 Starte mit universeller Turingmaschine die TM M mit Fingabe w;
3 Halte;
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Dann gilt:

re H

= x = (M)w und M gestartet mit Eingabe w hilt

= f(z) = (FESTE_.MASCHINE (ppy,,) und FESTE_MASCHINE (ppy,, gestartet mit Eingabe e hdlt
= f(x) € H

m |l

x# (M)w= f(z)=0¢ H..
x = (M)w und M gestartet mit Eingabe w hdilt nicht
r¢ H= = f(r) = (FESTE_.MASCHINE /y,,)
und FESTE_MASCHINE sy, gestartet mit Eingabe € hdlt nicht
= [f(z) & H-.
= (er<:>f(x)eH5>
Damit gilt insgesamt H < H..

Beispiel 1.21 Wir untersuchen nun die folgende Sprache:

HW = {{(C) |(C) ist ein C-Programm, das, wenn man es als ,Maschine* laufen lisst,
wHallo Welt“ ausgibt und hilt}.

Beispielprogramm:

Cl.'

1 main()

2

3 printf(”Hallo Welt”);
4}

<01> e HW.

HW st unentscheidbar.
Wir zeigen H < HW um die Unentscheidbarkeit von HW zu beweisen.
Gegeben: Frage ,Ist (M)w € H“?

FESTES_PROGRAMM (/y,,:

extern(M,w);

1

2

3 printf(”Hallo Welt”);
4

5

(@) {(FESTESPROGRAMMUWW) x von der Form (M)w (mit Syntazanalyse entscheidbar)
x) = .
0 sonst

f st total berechenbar.

x € H= 2= (M)w und M gestartet mit Fingabe w hdlt
= f(z) = (FESTES_PROGRAMM ,py,,) und nach Start dieses Programms erreichen wir ,,}“
= f(z) € HW.
x# (Mw= f(x)=0¢ HW
x = (M)w und M gestartet mit Eingabe w hdilt nicht
v¢H={ = f(z)=(FESTES_PROGRAMM ) und

nach Start dieses Programms erreichen wir ,}“ nicht
= f(x) ¢ HW.
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Es gilt somit insgesamt H < HW .

Satz 1.22 Seien Ly und Lo Sprachen, und sei L1 < Lo mittels total berechenbarer Funktion f.
(a) Lo entscheidbar = Ly entscheidbar.
(b) Lo rekursiv aufzihlbar = Ly rekursiv aufzihlbar.

BEWEIS: Der Beweis ist jetzt noch eine einfache Programmieraufgabe:

(a) Gegeben ist die Frage ,x € Lo?“und eine Entscheidungsturingmaschine My, fiir Ly. Der Entschei-
dungsalgorithmus fiir Ly besteht darin, f(x) zu berechnen und als Eingabe fiir M, zu benutzen. Die
Antwort von My, auf die Frage ,,f(z) € Lo7“ist die Antwort auf die urspriingliche Frage.

(b) Analog: nur dass wir jetzt die Antwort ,nein“gar nicht mehr benétigen, sondern uns nur noch fiir
Halten und Nicht-Halten interessieren. ]

Die folgende Konsequenz bekommen wir direkt aus Satz 1.22, indem man die Kontraposition der Aussagen
bildet ((A = B) & (—-B = —A4)).

Korollar 1.23 Seien Ly und Lo Sprachen, und sei Ly < Lo mittels total berechenbarer Funktion f.
(a) L1 unentscheidbar = Lo unentscheidbar.
(b) Ly nicht rekursiv aufzihlbar = Lo nicht rekursiv aufzihlbar.

Was wir als ,,Drum-Herum-Programmieren“ bezeichnet hatten, lisst sich derart verallgemeinern, dass man
einen sehr méchtigen Satz beweisen kann, der, etwas ungenau formuliert, besagt, dass all nicht-trivialen
semantischen Eigenschaften von Turingmaschinen-Programmen und damit Computer-Programmen unent-
scheidbar sind (Die Semantik eines Programms ist seine Bedeutung; fiir jemanden ohne Wissen iiber Turing-
maschinen ist die Gédelnummer einer Turingmaschine lediglich eine nichtssagende 0-1-Folge).

Dazu bezeichnen wir im Folgenden mit

R ={f]f:{0,1}* — {0,1}* ist berechenbar}

die Menge der berechenbaren Funktionen.
Zu einer Teilmenge S, S C R, bezeichne

Prog(S) = {(M) | M ist deterministische 1-Band TM, die eine Funktion f € S berechnet}

die Menge aller (!ganz wichtig) Programme, das heifit Gédelnummern von Turingmaschinen, welche die
Funktionen aus S berechnen.

Beispiel:
S={f:n—n2} |S| =1, also Prog(S) = {{M) | M berechnet Quadratfunktion} und |Prog(S)| = oo.

Die Mengen Prog() und Prog(R) sind entscheidbar durch einfache Syntaxanalyse, wie wir sie schon ken-
nengelernt hatten. Die Eigenschaften der Worter dieser beiden Mengen werden als trivial bezeichnet. Wir
zeigen nun, dass alle anderen Mengen Prog(.) unentscheidbar sind!
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Satz 1.24 (Rice, 1953) Sei S, S C R, mit 0 # S # R. Dann ist Prog(S) nicht entscheidbar.

BEWEIS: Sei u die fiir keine Eingabe definierte Funktion. u ist berechenbar im Sinne der Definition 1.18, zum
Beispiel durch die (ganz konkrete) Turingmaschine M,,, die sofort in eine Endlosschleife geht. Mit anderen
Worten: v € R und (M,,) € Prog(R).

Beachten Sie, dass schon Prog({u}) unendlich viele Programme enthlt.

Entweder ist u & S (,Fall (a)*) oder u € S (,,Fall (b)“).
(a) u & S und damit auch (M,,) € Prog(S). Wir zeigen: H. < Prog(S).

Da S # 0, gibt es eine Funktion s € S, die durch eine (wieder ganz konkrete) (1-Band-) Turingmaschine
M mit (M) € Prog(S) berechnet werden kann. (An dieser Stelle wird der Beweis nicht-konstruktiv.
Niemand berechnet fiir uns dieses s. Es féllt beinahe vom Himmel.) Nun schreiben wir ein neues
Programm:

DRUMHERUM y:

1 Die Eingabe sei y;
2 Starte M mit leerem Band auf einem Hilfsband;
3 Starte M, mit y;

Als Reduktionsfunktion nehmen wir
(@) (DRUMHERUM ppy)  falls 2 = (M)
€Tr) =
(M) falls « # (M)
f ist total berechenbar via Syntaxanalyse.

x € H. = x = (M) und M gestartet mit Eingabe ¢ (dem leeren Wort) hélt
= f(x) = (DRUMHERUMysy) und DRUMHERUM berechnet s
= f(x) € Prog(S)

x = (M) und M gestartet mit Eingabe ¢ (dem leeren Wort) hélt nicht
= f(z) = (DRUMHERUMy,) und DRUMHERUM berechnet u
= f(x) & Prog(S)

x ist nicht von der Form (M) = f(z) = (M,) & Prog(S)

r¢ H. =

(b) u € S und damit auch (M,) € Prog(S). Wir zeigen: H. < Prog(9).

Da S # R, gibt es eine Funktion s ¢ 5, die durch eine (wieder ganz konkrete) (1-Band-) Turingmaschine
M mit (M) & Prog(S) berechnet werden kann. Wir benutzen DRUMHERUM )y und f aus Fall (a).
f ist auch hier total berechenbar via Syntaxanalyse.

x = (M) und M gestartet mit Eingabe € (dem leeren Wort) hélt nicht
v e = = f(z) = (DRUMHERUM ) und DRUMHERUM berechnet u
= f(z) € Prog(S)
x ist nicht von der Form (M) = f(x) = (M,) € Prog(S)

v ¢ H. = x = (M) und M gestartet mit Eingabe e (dem leeren Wort) hilt
= f(z) = (DRUMHERUM ppy) und DRUMHERUM berechnet s

= [f(x) & Prog(S)
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1.8 Rekursive Aufzihlbarkeit

Bislang wurde die Mengeneigenschaft rekursiv aufzdhlbar einfach nur als abstrakte Bezeichnung benutzt. Im
folgenden werden wir wenigstens den Bestandteil aufzdhlbar erkliren.

Satz 1.25 Sei L eine unendliche Sprache.
L ist rekursiv aufzihlbar <= es gibt eine total berechenbare surjektive Funktion g : {0,1}* — L.

BEWEIS:

="

Sei g : {0,1}* — L eine total berechenbare surjektive Funktion, die von der 1-Band-Turingmaschine M,
berechnet wird. M, hilt also fiir jede beliebige Eingabe, produziert nur Elemente aus L und fiir jedes z € L
existiert ein y € {0,1}* sodass M, gestartet mit Eingabe y die Ausgabe = produziert, da g surjektiv ist. Wir
wollen nun eine Turingmaschine M programmieren, die genau fiir die Elemente aus L hélt und dabei M,
aufrufen darf.

M (M bekommt als Eingabe x und sucht nach y mit g(y) = z):

1 Sei z die Eingabe;

2 fiir alle y € {0,1}* tue

/* Durchlaufe {0,1}* systematisch */
/* Beispielsweise mit wachsender Lange ¢,0,1,00,01,10,11,000,001,... */
3 Starte M, mit Eingabe y;

4 wenn Ausgabe von My mit x bereinstimmt dann

5 ‘ akzeptiere und halte;

6 Ende

7 Ende

Wenn z € L, dann gibt es ja ein y € {0,1}* mit g(y) = « und dieses y wird gefunden, da M, immer hélt.
Wenn x ¢ L, dann haben wir hier eine Endlosschleife.

Insgesamt gilt: M, gestartet mit Eingabe z, hélt <= x € L.

= L ist rekursiv aufzidhlbar.,/

”:>“:

Sei L eine rekursiv aufzéhlbare Sprache.

Somit gibt es eine Turingmaschine M, sodass M gestartet mit Eingabe x € L akzeptierend hilt und M
gestartet mit Eingabe x ¢ L entweder nicht hilt oder nicht-akzeptierend hélt.

Ziel: M, programmieren, sodass

(1) M, fiir jede Eingabe hilt,
(2) My nur Worter aus L ausgibt und
(3) M, jedes Wort aus L ausgibt.

»M gestartet mit Eingabe x héilt“ heifit auch ,Es gibt ein ¢t € IN, sodass M gestartet mit Eingabe x nach
t Schritten stoppt®. Als Eingabe y fiir M, werden Paare (x,t) betrachtet. M, fithrt dabei ¢ Schritte von
M gestartet mit Eingabe x aus. Wenn dabei eine akzeptierende Endkonfiguration erreicht wurde, wird x
ausgegeben, ansonsten ein festes xy;, € L. Da M, ja ein y € {0,1}* als Eingabe bekommt, miissen wir uns
nun iiberlegen, wie wir daraus ein Paar (z,t) € {0,1}* x IN machen. Das geht beispielsweise wie folgt:
ay...an,t) fallsy=ay...a,01...1
aus_eins-mach_zwei(y) = ( ) m
(0,1) sonst
aus_eins-mach_zwei ist total berechenbar und surjektiv.
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Instruktive Beispiele sind:

aus_eins_mach_zwei(011010111) = (01101, 3),
aus_eins-mach_zwei(011) = (g, 2),
aus_eins_mach_zwei(1111) = (0, 1),
(

aus_eins_mach_zwei(0110) = (011, 0).

Man sieht, wir konnen sagen, dass wir in y die rechteste 0 als Komma interpretieren (und den Fall abfangen,
dass y gar keine 0 enthélt).

My:
1 Die Eingabe sei y € {0,1}*;
2 (z,t):=aus_eins_mach_zwei(y);
3 Simuliere ¢ Schritte von M gestartet mit Eingabe z;
4 wenn M eine akzeptierende Endkonfiguration erreicht hat dann
5 ‘ Gib z aus;
6 sonst
7 ‘ Gib z¢;; aus;
8 Ende

M, hilt fiir jede Eingabe und gibt nur Worter aus L aus. Aulerdem gibt es fiir jedes beliebige Wort x € L
ein Urbild y. Sei ¢t die Anzahl Schritte bis M gestartet mit Eingabe z hélt. Dann ist die Ausgabe von M,
gestartet mit Eingabe y = 201" wieder z. Damit erfiillt M, alle geforderten Eigenschaften. O

Satz 1.25 kann man noch verschiirfen indem man surjektiv durch bijektiv ersetzt.
Man kann dazu x € {0,1}* als Zahl zur Basis 2 interpretieren: (1)s.

Nachfolgende Sprechweisen werden ab hier benutzt:

e Eine Menge £ von Sprachen bezeichnet man als Sprachklasse oder auch als Sprachfamilie.
Beispiele sind € = {L | L ist entscheidbar}, die Klasse der entscheidbaren Sprachen, und £y = {L |
L ist rekursiv aufzihlbar}, die Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen.

e Wenn wir eine k-stellige Operation op(.,...,.) auf Sprachen haben, also eine Operation, die aus k
Sprachen eine neue Sprache macht, dann ist eine Sprachklasse £ genau dann gegen op abgeschlossen
(alternative Sprechweise: unter op abgeschlossen), wenn gilt:

Ly,...,Lg E£=>Op(L1,...,Lk) eL.
Beispielsweise sind die entscheidbaren Sprachen gegen die Vereinigung abgeschlossen:
Ly, Ly € E=LiULy €.

Auch wissen wir, dass die rekursiv aufzihlbaren Sprachen nicht gegen Komplementbildung abgeschlos-
sen sind, da H € Ly und H ¢ L.

Eine Schwierigkeit beim Beweis von Abschlusseigenschaften fiir rekursiv aufzéhlbare Sprachen besteht darin,
dass man dieses Nacheinander nicht machen kann. Stellen Sie sich vor, € L; und « € Ly. Wiirde zuerst
tiberpriift, ob x in L, ist, wiirde das Verfahren in eine Endlosschleife laufen obwohl x € Ly U Lo ist.

Zum Ziel fithren hier zwei mogliche Programmiertechniken:

e Zum einen konnte man beide Maschinen gleichzeitig (bzw. parallel) auf zwei Béndern mit jeweils der
Eingabe x laufen lassen. Sobald eine der beiden halt, hilt die Maschine fiir die Vereinigung.
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e Zum anderen kénnte man wie ein Ein-Prozessor-Computer im Multitasking-Betrieb arbeiten: Jede
Maschine bekommt ein Zeitfenster, wihrend dessen sie rechnen darf, danach wird die Konfiguration
gespeichert, und nun ist die néichste Maschine dran, deren abgespeicherte Konfiguration geladen wird,
so dass deren Rechnung fiir die Dauer des Zeitfensters weitergefiithrt werden kann. Die Kombination
der Maschinen ldsst man also kontrolliert laufen, damit nicht eine Maschine endlos lduft, ldsst man
jede ,ein bisschen® laufen. Implizit ist dieser Trick auch im Beweis der Richtung ,,=“ von Satz 1.25
zu finden, ndmlich in Form der Zeitschranke t.

Satz 1.26 Seien L1 und Lo rekursiv aufzdhlbare Sprachen. Dann gilt:
(1) L1 U Ly ist rekursiv aufzihlbar.
(2) LiN Ly ist rekursiv aufzihlbar.

BEWEIS:

,, Vereinigungsmaschine® muss Verhalten von M; fiir L1 und Ms fiir Lo ,,widerspiegeln®.

Problem:

Ist © & Lq, aber in Lo, kann nicht ,erst M; mit x“ gestartet werden, da dies zu einer Endlosschleife fithren
kann.

Nach der Vorstellung des Parallellaufens und des Zeitscheibentricks ist nun klar, wie die Maschinen arbeiten
miissen. Fiir die Vereinigung reicht es, wenn eine der beiden Maschinen hilt, beim Durchschnitt miissen
beide halten. ]

Satz 1.27 L ist entscheidbar <= L und L sind rekursiv aufzihlbar.

Um fiir rekursiv aufzédhlbare Sprachen zu zeigen, dass sie gegen komplizierte Operationen abgeschlossen sind,
ist der Programmieraufwand zwar grofler, aber die beiden genannten Tricks funktionieren noch immer. Eine
Beispieloperation ist die Konkatenation ,,0¢ (auch Produkt genannt).

LioLy:={w|3u€ L13v € Ly : w = uv}.

Merke: Lo{e} = L und Lo () = {!
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2 Nichtdeterministische Turingmaschinen und das P-NP-Problem

2.0.1 Die Nichtdeterministische Turingmaschine (NTM)

Definition 2.1 Eine nichtdeterministische 1-Band-Turingmaschine (1-Band-NTM) M wird be-
schrieben durch 6 Komponenten M = (Q,%X,T,6,qo, F), deren Bedeutungen, bis auf §, gleich denen der
deterministischen Turingmaschine sind. (Analog fir k-Band-(N)TM).

Nunist§: Q xT' — P(Q x ' x {L, R, N}), wobei P(A) die Potenzmenge von A bezeichnet.
Startkonfiguration: qyz, x € X* und x ist die Fingabe.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine M akzeptiert x genau dann wenn es eine Rechnung qoxr F* aqgf
mit ¢ € F gibt. M akzeptiert die Sprache L(M) = {z | M akzeptiert x}

Sei beispielsweise (¢’,b, R) € 6(q,a), dann ist agaf - abg’ 8 ein moglicher Konfigurationsiibergang.

Beispiel: (Palindromerkennung)
2-Band-NTM: M = ({qo,q1,¢2}, %, T, 6,40, F) mit I' = {0,1, B}, 3 = {0,1}, F = {¢=}
d: Va € {0,1}:

6((]0’ (CL, B)) = {(qO7 ((Z, (1) ’R))7 (Q17 (av CL), (Rv N))}
6((]1’ (a’a)) = {(Q17 (a’ a) vL))}

(g1, (B, B)) = {(42, (B, B), (N, N))}

7(R
7(R

L(M) = {ww? | w € {0,1}* \ {e}}, wobei wf das gespiegelte Wort von w bezeichnet

Beispiel: (Zufallszahlengenerator)
1-Band-NTM: M = ({go,q1}, %, T, 6, g0, F) mit T' = {0,1, B}, X = {0,1}, F = {q1}
o:

6((]0, B) = {(q07 0, R)? (q07 1, R)? (q17 B, N)}
TM M schreibt eine beliebige 0-1-Folge aufs Band. Wir sagen: M rét eine 0-1-Folge.

Rucksackproblem:

n
K ={(a1,az2,...,an,b) | a1,...,an,b € N, 31, ..., ,, € {0,1}: Zaiai =b}
—_——— £
Kodierung von ai,...,an,b =1

Eine NTM, die das Rucksackproblem verifiziert geht folgendermafien vor (,,generate and test“):
Rate eine 0-1-Folge a1, ..., a, und verifiziere Y .| a;a; = b.

Definition 2.2
M sei nichtdeterministische (k-Band-)TM.
Fiir x € L(M) gilt:
Zeitkomplexitit (Laufzeit): T (x) := Lénge einer kiirzesten akzeptierenden Rechnung
von M gestartet mit Eingabe x.
Platzkomplexitit (Platzbedarf): Sy (x) := geringster Platzbedarf einer akzeptierenden Rechnung
von M gestartet mit Eingabe x.

T (n)-Zeit- und Sy (n)-Platzbeschrénktheit gilt analog zu den deterministischen Turingmaschinen:
Twm(n) := max{Ty(x)|z € L(M), |z| < n}
Sm(n) := max{Sy (z)|x € L(M), |z| < n}

t,s : IN — IN: M ist t(n)-zeitbeschrinkt und s(n)-platzbeschrinkt, falls fiir alle n € IN : Tas(n) < t(n)
und Spr(n) < s(n)
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Satz 2.3 Jede NTM M kann durch eine deterministische TM M’ simuliert werden. Falls M t(n)-zeit-
beschrinkt ist, so ist M' 20 _zeitbeschrinkt und O(t(n)?)-platzbeschrinkt.

BEWEIS: M sei gegeben. r sei die maximale Zahl an unmittelbaren Nachfolgekonfigurationen, die in einer
Rechnung von M zur Auswahl stehen:

r =max{|d(q,a)| | ¢ € Q,a € T}.

Startkonfiguration von M: gox (xz € ¥, |z| = n)
Interpretation der moglichen Rechnungen als r-drer Baum von Konfigurationen
(Berechnungsbaum der nichtdeterministischen Turingmaschine M, gestartet mit Eingabe x):

Qo Startkonfiguration

Konfigurationen nach dem 1. Schritt

AN N

K| Ky .- K! K!'KY ... K" KI'KY'... K" Konfigurationen nach dem 2. Schritt
. Level 2

K; ® Level t(n)

akzeptierende Endkonfiguration /

Abbildung 6: Berechnungsbaum von M gestartet mit Eingabe z.

Anmerkung: ¢(n) ist auch eine Beschrénkung fiir den Platzbedarf bei der kiirzesten akzeptierenden Rechnung.

Optionen / Ideen:

(1)
(2)

Tiefensuche (Problem: unendliche Zweige im Baum)

Breitensuche auf dem Berechnungsbaum

Laufzeit: O(rt(™) = 20(t(n)

Platzbedarf: ,Beschrinkung Platzbedarf”-, maximale Anzahl Konfiguration in einem Level*
=, Beschriinkung Platzbedarf*.20(-maximale Anzahl an Schritten®) — ¢ (). 90(H(n)) (viel zu grof)

kontrollierte Tiefensuche
Vorgehen bei kontrollierter Tiefensuche:

1 T:=2;

2 solange noch keine akzeptierende Rechnung gefunden und Baum noch nicht abgearbeitet tue
3 Fiihre Tiefensuche bis zur Tiefe T aus;

4 T:=T + 1;

5 Ende

Platzbedarf: ,Anzahl Level“-  Anzahl benutzter Speicherzellen“= O(t(n)?)
(Je Rekursionsabstieg wird der Speicher (maximal t(n) Zellen) kopiert)

Laufzeit: O(34", 20(1)) = 0(20(t(n)) = 20(t(n)) .

Korollar 2.4 NTMs akzeptieren genau die rekursiv aufzihlbaren Sprachen.
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2.0.2 Das P-NP-Problem

Wir haben 5 Probleme Py, P, P3, P;, Ps mit unterschiedlichen Laufzeitschranken.

Tabelle 1: Annahme: Ein Rechner fithrt 1 000 Ope- Tabelle 2: Annahme: Ein neuer Rechner erledigt 10
rationen pro Sekunde aus. Angegeben sind jeweils mal so viele Operationen also 10000 Operationen
maximale n sodass die vorgegebene Rechenzeit pro Sekunde. Angegeben ist, wie sich die maximal
nicht iiberschritten wird. berechenbaren Werte verdndern.
t(n) 0.01s 1s  1min 1h t(n) vorher (1000) nachher (10000)

P, n 10 1000 60000 3600000 P, n m 10-m

P, nlog(n) 4 140 4893 204094 P, nlog(n) m (fast)10 - m

Ps n? 3 31 244 1897 Py n? m 3.16-m

P, n? 2 10 39 153 P, n3 m 2.15-m

P 2n 3 9 15 21 P 2n m m+ 3.3

Definition 2.5

DTIME(t(n)) := {L | Es gibt eine deterministische O(t(n))zeitbeschrinkte (Mehrband-)TM,
die L entscheidet}

NTIME(t(n)) := {L | Es gibt eine nichtdeterministische O(t(n))zeitbeschrinkte (Mehrband-)TM,
die L akzeptiert}

P .= | | prIvE (nF)
keN

NP := | J vTIME (n")
kelN

Offensichtlich gilt P C NP.
Die grofie Frage lautet: Gilt P C NP oder P = NP?

Vorteile von P:
e P ist robust

— Héngt nicht von der Anzahl der Béander ab

— Héangt nicht davon ab, ob Turingmaschinen oder Registermaschinen betrachtet werden, weil ein

t(n)-zeitbeschrinktes Registermaschinenprogramm in Zeit O(¢(n)?) auf einer Turingmaschine si-
muliert werden kann.

— Polynome sind unter Hintereinanderausfithrung abgeschlossen
e P enthilt die Probleme, die in der Praxis als handhabbar erkannt wurden

e P ermoglicht eine reichhaltige Theorie, da man wegen der Robustheit meist in P bleibt.
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Abbildung 7: Beispielgraph Gog = (Vy, Ep), Vo = {v1, v2, v3, 04, U5, Vg, U7 },
Ey = {{017112}, {Ul,U3}, {Ul,v5}, {02,03}7 {U27U5}7 {U37U5}7 {U37U6}7 {U3,U7}, {U4,U5}, {U4;U6}7 {Uﬁ,w}}-

Nachfolgend werden einige relevante Sprachen/Probleme eingefiihrt:
Cliquen-Problem (CLIQUE):

CLIQUE := {(G,k) | k € N, G ist ungerichteter Graph,
der einen vollstéindigen Teilgraphen der Grofie k enthilt} .

Alternative Definition:
CLIQUE := {(G,k) | k € N, G = (V, E) ist ungerichteter Graph,
WV |NU|=k :YVu,veUu#v:{uv}eE} .

In Abbildung 7 induziert die Knotenteilmenge {v1, va, v3,v5} einen vollstéindigen Teilgraphen und es gibt
keine Teilmenge der Michtigkeit 5, die einen vollsténdigen Teilgraphen induziert.
Entsprechend gilt: (G, 4) € CLIQUE und (G, 5) ¢ CLIQUE.

Independent-Set-Problem (IS):
IS := {{(G,k) | k € N, G = (V, E) ist ungerichteter Graph,
WU CV,|U|=k:Yu,veU:{uv}¢E} .
Sofern G = (V, E) ein ungerichteter Graph ist, so ist U C V eine unabhingige Menge, wenn es keine
Kante zwischen Knoten aus U gibt, also Vu,v € U : {u,v} ¢ E. In Abbildung 7 bildet die Knotenteilmenge

{vg,v4,v7} eine unabhingige Menge und es gibt keine Teilmenge der Méchtigkeit 4, die eine unabhéingige
Menge darstellt. Entsprechend gilt: (G, 3) €IS und (Gy, 4) ¢1S.

Firbungs-Problem (COLORING - COL):
Sei k € IN. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit k-fdrbbar, wenn es eine Abbildung ¢: V — {1,...,k}
gibt mit der Eigenschaft, dass V{u,v} € E gilt, dass c¢(u) # c(v).

CoL := {(G,k) | G ist ein ungerichteter Graph und G ist k-firbbar} .

3CoL := {(G) | G ist ein ungerichteter Graph und G ist 3-farbbar} .

Der Graph Gy aus Abbildung 7 kann mit 4 oder mehr Farben gefirbt werden, aber Gy ist nicht 3-firbbar.
Entsprechend gilt: (Gy, 3) ¢ CoL, (Go,4) € CoL und (Gy) ¢ 3COL.

Hamiltonkreisproblem (HAMILTONIANCYCLE - HC):
Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal enthélt.

HC := {{G) | G ist eine ungerichteter Graph und enthilt einen Hamilton-Kreis} .
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In Gy (siehe Abbildung 7) gibt es den Hamiltonkreis (vs, va, v1, vs5, V4, V6, U7], v3]).
Entsprechend gilt: (Gg) € HC.

Traveling-Salesman-Problem (TSP):

TSP := {(G, ¢, k) | der Graph G mit Kantengewichten ¢ : E — R (meist ¢ : E — )
enthilt eine Rundreise (Hamiltonkreis) mit Gewicht < k} .

Vertex-Cover-Problem (VC):
Gegeben ist ein Graph G = (V, E). Eine Knotenmenge U C V ist eine Knoteniiberdeckung, wenn jede
Kante des Graphen mindestens einen Knoten von U beriihrt, also V{u,v} € E:ueUVv e U.

VC :={(G,k) | k € N, G ist ein ungerichteter Graph und hat eine Knoteniiberdeckung der Grofe k} .

In Gy (Abbildung 7) gibt es eine Knoteniiberdeckung der Gréfle 4 aber keine der Grofle 3.
Entsprechend gilt: (G, 3) ¢ VC und (Gg,4) € VC.

Binary-Programming-Problem (BP):

BP := {(A, 5> | A ist eine m x n-Matrix mit ganzzahligen Eintréigen, b ist ein Vektor mit m
ganzzahligen Eintrdgen, und es gibt einen 0-1-Vektor # € {0,1}" mit A - Z < 5} .
Dies sind wichtige Sprachen mit der Eigenschaft: Losung finden ist (bis heute jedenfalls) schwierig, angeb-

liche Losungen nachpriifen ist jedoch einfach. Falls P # NP ist, gibt es keine schnellen (polynomiellen)
Algorithmen, die diese Probleme 16sen koénnen.

Definition 2.6 Sei L eine Sprache dber {0,1}.
FEine deterministische Turingmaschine Vi, heif$t t(n)-beschrinkter Verifizierer fir L, wenn gilt:

(i) Die Fingaben von Vi, sind von der Form x#w, w,x € {0,1}*
(i) Die Laufzeit ist in O(t(|x])).
(i11) Fiir alle v € {0,1}* :
x €L e Jw: |wl <t(|z]) und Vi, akzeptiert z#w.
Dieses w heifit Zertifikat von x.

Satz 2.7 Sei L eine Sprache. Dann gilt:
L € NTIME(t(n)) < es gibt einen t(n)-beschrinkten Verifizierer Vi, fir L.

BEWEIS:
»<=": Nichtdeterministische Turingmaschine M:

Die Eingabe sei x;

Rate w (in |w| Schritten);

wenn V7, gestartet mit Eingabe x#w, akzeptierend hdlt dann
4 ‘ Akzeptiere z;

5 sonst

6 ‘ Verwerfe x;

7 Ende

W N =

Offensichtlich akzeptiert M nur Eingaben x € L. Aus Punkt (iii) in Definition 2.6 folgt, dass es ein w mit
|w| < t(|z|) gibt, sodass Vi, die Eingabe x#w in Zeit O(t(|x|)) akzeptiert. M rét dieses w in Zeit O(t(|x])).
= M ist O(t(n))-zeitbeschrinkt und somit L € NTIME(¢(n)).
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=% L € NTIME(¢(n)). M sei eine t(n)-zeitbeschrinkte, nichtdeterministische Turingmaschine fiir L.
0. B. d. A.: Jede Konfiguration einer Rechnung von M hat keine oder genau 2 Nachfolgekonfigurationen.

Bei Eingabe x#w arbeitet Vi, wie folgt:

Falls M im i-ten Schritt die Wahl zwischen zwei Konfigurationen Kg, K7 hat, so wihlt Vi, die Konfiguration

Ky, mit w=w; .. - Wy(|z|)-

x € L < es gibt eine akzeptierende Rechnung von M, gestartet mit Eingabe z, mit der Laufzeit O(t(|z]))
< es gibt ein w € {0, 1}“'””, sodass V7, die Eingabe x#w akzeptiert,

da jedes w eine Rechnung von M, gestartet mit Eingabe x, beschreibt.

Korollar 2.8
NP ={L| es gibt einen polynomiellen Verifizierer fiir L}
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2.1 NP-Vollstindigkeit

Definition 2.9 Seien Ly C ¥}, Ly C X5.
L, ist genau dann polynomiell reduzierbar auf Lo (L1 <, Ly), wenn gilt:

(i) L1 < Lo mittels Reduktionsfunktion f.

(it) Die Laufzeit zur Berechnung von f(z) ist O (|z|¥) fir k € N.

Lemma 2.10 ,<,“ ist transitiv.

BEWEIS: Siehe Ubung O

Definition 2.11
e L heifit NP-schwer (engl. NP-hard, auch NP-schwierig - Vorsicht vor dem false friend ,,N P-hart*,
der in der Literatur auch auftritt), wenn gilt:

VI e NP:L' <, L

e L heiit NP-vollstéindig (engl. NP-complete, NPC), wenn gilt:
(i) Le NP
(ii) L ist N P-schwer.

Lemma 2.12
(i) L sei N P-schwer. Dann gilt:

(a) LeP=P=NP
() PANP=L¢P

(ii) L sei N P-vollstéindig. Dann gilt:

(a) Le P P=NP
(b) L¢P & P#NP
(¢) L' e NP und L <, L' = L' ist N P-vollsténdig.
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2.2 Satz von Cook

Definition 2.13
o V ={x1,...,2,} sei eine Menge Boolescher Variablen.
Ein Literal ist eine Variable oder eine negierte Variable (z oder T)
Eine Klausel K der Linge s ist eine Veroderung von (ein Boolescher Ausdruck aus) s Literalen:

K=y1VyaV...Vys mity; € {x1,..., 2, } U{T1,...,Tn}

e Ein Ausdruck in konjunktiver Normalform (KNF) ist ein Boolescher Ausdruck ® der Form
b =K NKyA...N Ky mit Klauseln K.

Die Anzahl der in ® vorkommenden A- und V-Operationen ist die Gréf3e von ®, oder kurz size(®).

e Eine totale Abbildung ¢ : V — {TRUE, FALSE}, die jeder Variablen einen Wahrheitswert zuweist, heifit
Belegung der Variablen. ¢ wird kanonisch auf die Literale, Klauseln K und die KNF ® fortgesetzt.
¢(K) und ¢(®) ist das Ergebnis der Auswertung von K bzw. ® unter Anwendung von c.

e Eine KNF ® heifit erfiillbar, wenn es eine Belegung ¢ gibt, sodass ¢(®) =TRUE ist.

Beispiel:
o = (xl \/JTJ,\/.I4)/\ ($2 V 3 \/?4)

size(®) =5, ¢(x1) = c¢(z2) = TRUE und Rest beliebig ist eine erfiillende Belegung (¢(®) = TRUE).
® wird kodiert durch (®):

o [(®)] = O(size(®) - log(|V]))
Das Erfiillbarkeitsproblem (engl. Satisfyability Problem, SAT):

SAT := {(®) | ¥ ist eine erfiillbare KNF}.

Satz 2.14 (Satz von Cook, 1971) SAT ist N P-vollstindig.
BEWEIS: Wir zeigen, dass die Definition von N P-Vollstindigkeit erfiillt ist.

(i) Zu zeigen: SAT € NP
Rate eine Belegung ¢ der Variablen z1,...,xz, der Eingabe-KNF & und iiberpriife, ob ¢(®) = TRUE.
Die Laufzeit des Ratens ist in O(n) und die Laufzeit der Auswertung ist in O(](®)]).
Also ist die Gesamtlaufzeit polynomiell in |(®)].v’

(ii) Zu zeigen: SAT ist N P-schwer, das heift VL € NP : L <, SAT.
Sei L € NP beliebig, aber fest. Sei My = (Q,X%,T,0,qo, F) eine nichtdeterministische Einband-
Turingmaschine, mit der Laufzeit Ty, (n) = ¢ - n*, mit Konstanten c, k, die L akzeptiert.
Ziel: Fiir w € ¥* muss eine KNF ®,, konstruiert werden, die zwar ,;sehr viele“ Variablen enthilt, aber
nur polynomielle Grofle verglichen mit |w| hat, sodass gilt:

w e L & @, ist erfilllbar < (®,,) € SAT.
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Dabei soll ®,, eine erlaubte Rechnung von M, gestartet mit Eingabe w, beschreiben und (®,,) soll in
Polynomzeit in |w| berechnet werden koénnen.

O.B.d. A.: F={qr},d(qr,a) = {(qr,a, N)} fiir alle a € T".

weL
& es gibt eine Berechnung von My, gestartet mit w,

der Linge T := Ty, (Jw|) = ¢ - |w|*, die w akzeptiert.
Sqw =Ky K; F...F Kp und Zustand in K ist qp.

Wir benutzen die folgende Menge an Variablen:

Vi, = {zelle;;, |0<t<T,-T<i<T, aecl}
U {kopf, ;|0 <t <T, -T <i<T}U{zustand;, |0<t<T, qe€Q}

Mit diesen Variablen lésst sich jede Konfiguration beschreiben.

Var, | = (T+1)- 2T +1)- 0|+ (T+1)- 2T +1) + (T +1) - |Q| = O(T?) = O(|w|**)

Die Variablen haben die folgende Bedeutung:

zelley;, = TRUE
54
In der Berechnung von M7, gestartet mit Eingabe w,
steht in der Konfiguration K; in der Zelle ¢ das Zeichen a.

kopf; ; = TRUE
=
In der Berechnung von My, gestartet mit Eingabe w,
steht in der Konfiguration K; der Kopf unter der Zelle 1.

zustand; , = TRUE
=
In der Berechnung von My, gestartet mit Eingabe w,
ist in der Konfiguration K; die TM My, im Zustand gq.
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Hilfsmittel:

GenauEineVariableIstTrue(zy,...,z) = (z1 V...V Z,:) A /\ (T v T;)
1<i<j<r

GroBe des Ausdrucks: O(r?).
IstGleich(z,y) := (ZVy) A (z V)
GroBe des Ausdrucks: O(1).

Vi = {zellemm kopf, ;, zustand; 4 | -T<i<T,a€Tl, g€ Q} CVum,

Konf (V;) = TRUE
=

Die Belegung der Variablen in V; beschreibt exakt eine Konfiguration.

Konf(V;) := GenauEineVariableIstTrue(zustandyg,,-..,zustand; g, _,)

A GenauEineVariableIstTrue(kopf, r,...,kopf, 1)

A /\ GenauEineVariableIstTrue(zelle;; .. .. ,zellet’iya‘rl)
—T<i<T

GroBe des Ausdrucks: O(T?).
®,, := Rechnung(Vo, V1,..., Vr)

:= Startkonf(1j) A /\ Konf(V;) A /\ EinSchritt(V;, Vi41) A zustandy, g,
0<t<T 0<t<T

Zu beachten:
In Startkonf geht w in die Konstruktion ein, in EinSchritt geht ¢ in die Konstruktion ein.

Startkonf (1)) = /\ zelleg ;i uw; A /\ zelleg ;5 A kopf , A zustand g,
0<i<|w] —T<i<0, |w|<i<T
EinSchritt(V;, Vi) := \/ SchrittDurchy(V;, Vi) mit v = [(¢,d/, D') € 6(q, a)]
Y€
SchrittDurchy(V;, Viq1) :== zustand,,

A zustand; 1,4

A ,,Unter Kopf in K; steht Zeichen a“

A ,,An derselben Position steht in K; | das Zeichen a’“
A ,Kopf wird in Richtung D bewegt“

A ,Rest vom Bandinhalt ist unverindert

beim Ubergang von K, nach K “

Anmerkung:

EinSchritt wird mittels Veroderung von Klauseln umgesetzt, was in KNFs nicht erlaubt ist. Da es sich
jedoch nur um O(1) viele Veroderungen handelt, kann diese Formel wieder in eine KNF umgewandelt
werden ohne das sich die Gréfle der resultierenden Formel im O-Kalkiil verdndert.

AuBerdem geht an dieser Stelle auch der Nichtdeterminismus ein. Jeder d-Ubergang ist eine Option.
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Ausformuliert:

,, Unter Kopf in K; steht Zeichen a*“ := /\ (kopft’i \Y, zellet%G)
—T<i<T

,An derselben Position steht in K; i das Zeichen a'“ := /\ (kopft,i \Y, zellet+17i,a/)
—T<i<T
Fall D = L:
,Kopf wird in Richtung D bewegt® := /\ IstGleich(kopf, ;, kopf,,;; ;)
—T<i<T

Félle D = N und D = R analog.

,Rest vom Bandinhalt ist unveriindert beim Ubergang von K; nach K¢ =

= N (kopf,,V IstGleich(zelle,;q,zelle; 11,0

—T<i<T
a€cl

Grofe von @, ist O(T?) = O(|w|3*), das heiit (®,,) kann in polynomieller Zeit hingeschrieben werden.

weE L

4

Es gibt eine akzeptierende Rechnung von M, gestartet mit Eingabe w

I

Die Variablen in Vj;, koénnen so belegt werden, dass ®,, erfiillt wird
(abzulesen an der akzeptierenden Rechnung)
= (®,) € SAT.

(D) € SAT
Es gibt eine erfiillende Belegung der Variablen Vj,, sodass ®,, erfiillt ist

vy

Es kann eine akzeptierende Rechnung von M}, gestartet mit Eingabe w,
daraus konstruiert werden
= we€ L.

Der Beweis des Satzes von Cook enthdilt die sogenannte Masterreduktion.

Analogie:

Erst haben wir aufwindig die Unentscheidbarkeit des Halteproblems H bewiesen.

Fiir nachfolgende Probleme L hat es dann ausgereicht, H auf L zu reduzieren, um die Unentscheidbarkeit
von L zu beweisen.

Jetzt haben wir initial die N P-Vollsténdigkeit von SAT bewiesen.
Fiir nachfolgende Probleme L reicht es jetzt aus, SAT auf L in Polynomzeit zu reduzieren, um die N P-
Vollstédndigkeit von L zu beweisen.

kSAT:
kSAT := {(®) |® sei eine erfiillbare KNF,

in der jede Klausel aus genau k Literalen iiber k verschiedenen Variablen besteht}.

Offensichtlich: kSAT C SAT.
Es gilt 25AT € P!
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Satz 2.15 3SAT ist N P-vollstindig.
BEWEIS:
(i) 3SAT e NP v
(if) Wir zeigen: 3SAT ist N P-schwer indem wir zeigen, dass SAT <, 3SAT
() € SAT & f ((®)) € 3SAT, f in Polynomazeit berechenbar.
=K AKsA...AKrp

Fall K; = [ ist ein Literal:
Benutze zwei zusétzliche Variablen y; 1 und y; o.

FK) =(UVyian Vyi2) AUV Y VTiz) AUV Tii Vi) AUV T VTiz)
size(K;) =0, size(f(K;)) = 11.

Fall K, =11 V l5 besteht aus zwei Literalen:
Benutze eine zusitzliche Variable y;.

JUG) = (Vi Vy) Al Vi VT)

size(K;) =1, size(f(K;)) =5

Fall K; =17 vl v .. vl mit k> 3:
Benutze zusétzliche Variablen y; 1, ..., yir—3, um die Klausel in mehrere Klauseln aufzuteilen.

FE) = OV vy ) A @G VI V) A @a VIO Vi) AA G v vl
size(K;) =k —1, size(f(K;)) =3k =7
f(®@) = f(K1) N fE2) AL A f(EY)

und f((®)) = (f(P))
® erfiillbar = f(®) erfiillbar

Belege die Variablen in f(®), die bereits in & vorkommen, analog zu einer erfiillenden Belegung fiir ®. In
den ersten beiden Fillen sind die Zusatzvariablen beliebig wahlbar. Im letzten Fall gibt es mindestens ein

Literal ly) mit Belegung TRUE. Von dieser Teilklausel ausgehend kénnen die y;; belegt werden, so dass die
iibrigen Teilklauseln zu den entsprechenden Klauseln in @ erfiillt werden.

f(®) erfiillbar = je Klausel aus ® muss mindestens ein urspriingliches Literal erfiillt sein = ® ist erfiillbar
(D) € SAT & f(D) € 3SAT

f ist wegen der size-Werte in Polynomzeit berechenbar. (Il

Satz 2.16 CLIQUE ist N P-vollstindig.

BEWEIS:

(i) CLIQUE € NP V

(ii) Wir zeigen: CLIQUE ist N P-schwer indem wir zeigen, dass SAT <, CLIQUE
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T
P = /\ K; iiber Variablen {z1,...,z,}

i=1
K, = ygi) V...V ygf), yy) sind Literale.
Ziel: Konstruiere zur KNF @ eine Eingabe (G, T) fiir CLIQUE mit

(D) € SAT & f((®)) = (Gs,T) € CLIQUE, Gg = (V, E) ist ein Graph, T = Anzahl Klauseln in ®.

Vi={@Gy ) |ie{1,....,T}Hje{l,...,s}} mit s; = Anzahl Literale in Klausel K;
E={{G0). @0 i Ay #450) mit K, =yt v...vy®

Zu zeigen: @ ist erfiillbar & Gg¢ enthilt eine Clique der Grofle T

”:>“:

¢ = (c1,...,¢,) sei eine erfiillende Belegung der Variablen {x1,...,x,}, das heifit ¢; € {TRUE,FALSE}. Es
wird in jedem K; mindestens ein Literal y}l) erfiillt.

O. B. d. A. seien diese ygl), e ygT). Dann ist NIE ygz) = ygzl), mit 7 # 4.

Also ist immer {(¢,1), (¢',1)} € E.

Das heiit (1,1),...,(7T,1) bilden eine Clique der GréBe T in Gg. Also ist immer {(i,1),(i/,1)} € E, das
heifit (1,1),(2,1),...,(T,1) bilden eine T-CLIQUE in Gg.

= (Gg,T) € CLIQUE v

Sl

”

Sei l ={(i1,41),...,(iT,j7)} eine Clique der Grée T in Go.

Dann ist wegen i # ¢’ in der Definition von FE fiir jede Klausel aus ® genau ein zugehoriger Knoten in der
Clique vorhanden. Diese Knoten werden durchnummeriert zu

C={(1,h),2,1la),...,(T,l1)}

Seien yl(:) = ;vg: mit «; € {negiert, nicht negiert}.

Falls k; = k; so gilt auch o; = «;, da sonst keine Kante zwischen den Literalknoten vorhanden wére.
Entsprechend generiert man eine erfiillende Belegung indem alle Variablen xj, so gesetzt werden, dass xz‘ =
TRUE, denn damit gibt es je Klausel mindestens ein Literal, welches mit dem Wert TRUE belegt ist. Alle noch
unbelegten Variablen konnen auf einen beliebigen Wahrheitswert gesetzt werden. Durch diese Belegung wird
® erfiillt, das heifit (@) € SAT.

Konstruktion von G geht in Polynomzeit in [(®)]. O
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Beispiel:

O = (21 VT2) A (21 VT3) A (T V22 V 23)

Abbildung 8: Graph G4, wobei bei jedem Knoten das zugehorige Literal in eckigen Klammern vermerkt ist.
In blau bzw. griin sind zwei Cliquen der Gréfle 3 hinterlegt.

Der Graph G ist in Abbildung 8 visualisiert. Die griine markierte Clique {(1,1),(2,1),(3,2)} fiihrt zur Be-
legung der Variablen x; = TRUE, 22 = TRUE und z3 beliebig. Die blaue markierte Clique {(1,2), (2,2),(3,1)}
fithrt zur Belegung der Variablen z; = FALSE, x5 = FALSE und z3 = FALSE. Beide Cliquen fithren zu
erfiillenden Belegungen der Variablen, sowie auch jede weitere Clique.

Anders als bei der Unentscheidbarkeit gibt es nicht das Kochrezept, um auf eine Polynomzeitreduktion zu
kommen. Man braucht ein N P-vollstindiges Problem, das man auf das neue Problem reduzieren will, und
muss dann die Bastelei erfinden. Deswegen braucht man einen Vorrat an N P-vollstdndigen Problemen.

Satz 2.17 VERTEXCOVER (VC) ist N P-vollstindig.
BEWEIS:
(i) VC e NPV
(ii) Wir zeigen: VC ist N P-schwer indem wir zeigen, dass CLIQUE <, VC

K(G) sei der Komplementgraph von G.
K(G)=K((V,E)) == (V.{{w, v} [u,v € V,u # v} \ E)

f@) = {(K(G), V] —k) falls 2 = (G, k) = (V, E), k)

0 sonst.
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Behauptung: (G, k) € CLIQUE < (K(G),|V]|—k) € VC
Das heifit: G enthélt eine k-Clique < K(G) enthélt eine Knoteniiberdeckung der Grofle |V| — k.

Sei C' eine Clique in G
in K(G) gibt es keine Kante zwischen 2 Knoten in C

je Kante in K(G) liegt mindestens ein beteiligter Knoten in V'\ C
V'\ C ist eine Knoteniiberdeckung in K(G).

4l

Sei U eine Knoteniiberdeckung in K(G)
= in K(G) gibt es keine Kante zwischen 2 Knoten in V' \ U
= V\ U ist eine Clique in G.

Also kann jeder Clique C' der Grofie k im Graphen G die Knoteniiberdeckung V' \ C' der Grofle |V| — k
im Graphen K (G) zugeordnet werden. Das gleiche gilt auch umgekehrt. Entsprechend gilt die behauptete
Aquivalenz.

Somit gilt auch
x € CLIQUE = f(z) € VC

z=(G,k) Nz ¢ CLIQUE = f(x) € VC

@ ¢ CLIQUE = {x LG k) = f(x) =0¢& VC

und insgesamt
z € CLIQUE & f(z) € VC.

Auflerdem ist die Berechnung von f in Polynomzeit moglich.
=CLIQUE £, VC. O

Problem Binary Programming (BP):
BP = {(A,b) | A € My, (Z) = Z™", beZ™, Fy € {0,1}" : Ay < b}
M,.m(Z) ist dabei die Menge aller n x m-Matrizen mit ganzzahligen Eintrégen.

Satz 2.18 BP ist N P-volistindig.
BEWEIS:
(i) BPe NP vV
(ii) Wir zeigen: BP ist N P-schwer indem wir zeigen, dass SAT <, BP
Sei @ eine KNF.
=K/ AN...ANK7, K; :yy)\/...\/ys? mit yj(-i) e{xr, ..., U{T1,...,Tn}

Wir erzeugen ein Ungleichungssystem iiber den Variablen z1,...,2,, 21, ..., 25, wobei z; = 1 falls z; = TRUE

rTn?
und z] = 1 falls x; = FALSE sein soll.
Fiir jedes x; benutze die Ungleichungen

Zzitzi<lund —z —2 < —1
um folgende Gleichung zu gewéhrleisten

zi+ 2 =1
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Fiir jedes K; benutze die Ungleichung

Zg]@ > 1, mit f/](-z) _ {Zl y](i) Z

’ R
j=1 Zl yj = xj.

Die Reduktionsfunktion soll nun, sofern die Eingabe die Kodierung einer K NF' ist, die Kodierung des
angegebenen Ungleichungssystems ausgeben. Ansonsten kann ein beliebiges festes Wort w ¢ BP ausgegeben
werden. Die Reduktionsfunktion ist in Polynomzeit berechenbar. Das Gleichungssystem ist natiirlich genau

dann 16sbar, wenn die K N F erfiillbar ist.
= SAT <, BP.

Aufbauend auf unseren Betrachtungen zur NP-Vollstindigkeit:

¢ Komplexitatstheorie

Platzhierarchie

Zeithierarchie
Nichtdeterminismus
* PSPACE = NPSPACE
% Co-NSPACE(s(n)) = NSPACE(s(n))

Spiele
Meistens PSPACE-vollstandig.

e Approximationsalgorithmen
N P-vollstindige Probleme tauchen praktisch iiberall auf.
Wie geht man mit diesen um?

e Mildexponentielle Algorithmen fiir N P-vollstindige Probleme.
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2.3 Ein exakter mildexponentieller Algorithmus fiir das Vertex Cover Problem

1 Algorithmus VCopr(G = (V, E), Kandidat)
2 wenn |E| =0 dann
3 wenn |VCopr| > |Kandidat| dann
4 | VCopr := Kandidat;
5 Ende
6 sonst
7 solange es Kante {u,v} € E gibt mit Grad von u ist 1 tue
8 Kandidat:=Kandidat U{v};
9 Losche u, v und alle Kanten an denen v beteiligt ist;
10 Ende
/* Es gibt keine Knoten mehr mit Knotengrad 1. */
11 wenn alle Knoten jetzt Grad 0 oder 2 haben dann
/* Es gibt nur noch Kreise und isolierte Knoten. x/
/* Von jedem Kreis muss jeder zweite Knoten in Kandidat aufgenommen werden.
*/
12 Berechne optimale Uberdeckung und fiige sie zu Kandidat hinzu;
13 E:=0;
14 VCopr(G,Kandidat);
15 sonst
/* Es gibt mindestens einen Knoten mit Grad mindestens 3. */
16 Wihle v € V mit Grad mindestens 3;
17 Bestimme dessen Nachbarn vy, ..., vy mit k > 3;
/* Wenn v nicht in einer optimalen Uberdeckung liegt miissen alle seine
Nachbarn in der optimalen Lésung liegen. x/
/* G\ C bezeichnet den Graphen in dem alle Knoten aus C und alle Kanten, an
denen diese Knoten beteiligt sind, entfernt wurden. */
18 VCopr(G\ {v}, Kandidat U {v});
19 VCopr(G\ {v,v1,...,v},Kandidat U {v1,...,v;});
20 Ende
21 Ende

Der Algorithmus ist correct by constructionv’
Sei t(n) die Laufzeit bei n Knoten, dann gilt

t(n) <t(n—1)+t(n —4) + poly(n)

t(n) = const fiir n < 4.

Bemerkung: O*(f(n)) ist eine Abkiirzung fiir O(f(n) - poly(n)).
Fiir das Rechnen mit O*-Notation kann die folgende vereinfachte Rekursion benutzt werden:

t(n) <t(n—1)+t(n —4)

t(n) = const fiir n < 4.

Annahme: t(n) = A"
Damit vereinfacht sich die Rekursion weiter zu

A" :)\n—l 4 )\n—4
M =21

Die grofite Nullstelle liegt bei A & 1.3803. Damit liegt die Laufzeit von VCopr bei O*(1.3803™).
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3 Formale Sprachen

Bisher: Erkennen (Automaten, Maschinen),

Syntaxanalyse

Roter Faden der Vorlesung: ,Unendliche Objekte/Sprachen mit endlichen Mitteln schreiben.
Nun: Erzeugen:

Regeln, die méchtig genug sind, aufwendige Konstrukte zu beschreiben.

Regeln, die einfach genug sind, um eine effiziente Analyse zu erlauben.

3.1 Grammatiken

Definition 3.1 Fine Grammatik G vom Typ Chomsky-0 ist beschrieben durch ein 4-Tupel (V,%,P,S)
mit:

o V: Endliche Menge von Variablen
e X: FEndliche Menge der Terminalsymbole bzw. Terminale
e §: S e V: Startsymbol

e PC (VUX)T\X*) x (VUX)*: Endliche Menge von Produktionen, oder auch Ersetzungsregeln,
oder Ableitungsregeln, (oder ganz kurz: Regeln)
Statt (u,v) € P schreiben wir auch: uw — v.

Wir sagen:
o w € (VUX)* ist aus w € (VUX)T direkt ableitbar (herleitbar) (w — w'), falls es (u — v) € P und
a,B e (VU™ gibt mit

w = ouf und w' = avp.

o w' ist aus w indirekt ableitbar (herleitbar) (w = w'), falls w' durch endlich viele Ableitungsschritte
aus w erzeugbar ist.

Die von G erzeugte Sprache L(G) ist
L(G) == {w‘séw,wez*}.

Anmerkung: Um zu zeigen, dass L = L(G) ist fiir ein L ist zu zeigen, dass L C L(G) und L D L(G).
Fiir eine Grammatik G = (V, %, P,S) gilt:

o GG heifit kontextsensitiv oder vom Typ Chomsky-1, falls fiir jede Produktion u — v € P gilt:
ul < v].
Ausnahme: S — € ist erlaubt, wenn S nie in der rechten Seite einer Produktion enthalten ist.
o G heifit kontextfrei oder vom Typ Chomsky-2, falls fiir alle u — v € P gilt:

u €V (und damit |u| = 1).

o G heifit reguldr oder vom Typ Chomsky-3, falls fiir alle w — v € P gilt:
ueV undv e {e} U oder

ueV undveXoV (das heifft v=aw mita € L undw €V).
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Beispiel:
G=V,5,P,S) mit V={S,B,C}, ¥ ={a,b,c} und
P={(1)S —=aSBC, (2) S — aBC, (3) CB — BC, (4) aB — ab, (5) bB — bb, (6) bC' — be, (7) ¢cC — cc}.

Mogliche Ableitung:
s Y% asBc B waBeBC ¥ waBBCC Y aabBeC X aabcC Y aabbec D aabbee € L(G)

Behauptung 3.2
L(G) = {a"b"c" | n > 1}

BEWEIS:
»L(G) 2 {a™b™c™ | n > 1}%: Sei a™b"c™, n > 1 gegeben.
Gesucht ist eine Folge von Ableitungsregeln, die dieses Wort erzeugt.

1. Wende n — 1 mal die Produktion (1) an und einmal die Produktion (2).

S5 a"(BC)"
———

Satzform

2. Wende 1+2+3+...+(n—-1) = w mal Produktion (3) an, also:
S5 a"B"C"

3. Wende einmal Produktion (4) und n — 1 mal Produktion (5) an:
S5 amCn

4. Wende einmal Produktion (6) und n — 1 mal Produktion (7) an:
S5 ahc v

SL(G) C{a™b"c™ | n > 1}4:(,Mit G kann nichts anderes erzeugt werden®)

Initial ist die Anzahl der Symbole a gleich der Anzahl der Symbole b und B und ist gleich der Anzahl der
Symbole ¢ und C. Alle Regeln in P erhalten diese Gleichheit.

= In jeder Satzform ist die Anzahl aller Symbole a gleich der Anzahl aller Symbole b und B gleich der
Anzahl aller Symbole ¢ und C.

a-Symbole kénnen nur durch die Regeln (1) und (2) erzeugt werden, und daher stehen sie immer ganz vorne.
Das heifit in jedem w € L(G) stehen vorne immer a-Symbole.

b-Symbole werden nur durch die Regeln (4) und (5) erzeugt, dadurch folgen b-Symbole immer den a-
Symbolen.

Gleiches gilt fiir c-Symbole.

= In jedem w € L(G) stehen die a-Symbole stets vor den b-Symbolen und diese vor den ¢-Symbolen.
Zusammen mit der Anzahl-Invarianten gilt: Nur Worter der Form a™b™¢™ kénnen erzeugt fiir n > 1. ]

Anmerkungen:
G ist kontextsensitiv.
Die Argumentation ,,Die c-Symbole kénnen ohnehin nirgendwo anders sein* reicht nicht aus, weil man dabei

nicht auf weitere mogliche Regeln eingeht.

L; sei die Menge der Sprachen, die durch eine CHOMSKY-i-Grammatik erzeugt werden kann.

Berechenbarkeit und Formale Sprachen 45



Tabelle 3: Diese Zusammenhénge zwischen Erzeugern und Erkennern von Sprachen bestehen, welche wir
teilweise noch beweisen werden.

Sprachtyp ‘ Menge ‘ Erzeuger ‘ Erkenner
rekursiv aufzdhlbar Lo CHOMSKY-0 Turingmaschinen
kontextsensitiv L4 CHOMSKY-1 | Linear beschrinkte Turingmaschinen
kontextfrei Lo CHOMSKY-2 Kellerautomaten
regulér Ls CHOMSKY-3 Automaten

Satz 3.3 FEine Sprache L ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn es eine CHOMSKY-0-Grammatik G mit
L = L(G) gibt (Ly ist die Menge der rekursiv aufzihlbaren Sprachen,).

BEWEIS:

»<=“ CHOMSKY-0-Grammatik G sei gegeben.

Ziel: Eine Turingmaschine M angeben, die genau die Sprache L(G) akzeptiert.
Nichtdeterministische Turingmaschine M:

Die Eingabe sei w;
Rate eine Ableitung in G und vergleiche das so erzeugte Wort mit w;
wenn Gleichheit besteht dann
‘ Halte akzeptierend;
else
‘ Endlosschleife;
end

i =R\ BN VLI VI

Es gibt dabei genau dann eine akzeptierende Rechnung, wenn w in L(G) enthalten ist.
Also ist L(G) rekursiv aufzéhlbar.

»="“: Eine 1-Band-Turingmaschine M sei gegeben.

Ziel: Eine Grammatik G angeben mit L(G) = {w|M, gestartet mit Eingabe w, hilt.}.
O.B.d. A.:

e M hat nur einen akzeptierenden Endzustand g,
(Bei mehreren Endzusténden ¢;: 6(q;, ¢) = (qace, ©, N) hinzufiigen).

Das Band ist leer, wenn der Endzustand erreicht ist.

e M arbeitet nur auf den Zellen i,7 > 0, und die Zelle —1 enthélt das Sonderzeichen ,»*.

M ist zu Beginn im Zustand qg.

> gowt K1 F Ko b ... F» que BBB... (akzeptierende Rechnung fiir w)

Ziel: Grammatik Gy = (V, 3, P, S) angeben, die diese Rechnung rickwdirts ausfiihrt.

Variablen/Nichtterminale: V =QUT \ XU {S} U {», 4}
Terminale ¥ werden aus der Turingmaschine iibernommen.
Startsymbol: S

Produktionen: P:

e S =P (uce 4

L4 Qacc _> qllCCB
Um alle Blanksymbole zu generieren, die im Laufe der Rechnung von M irgendwann mal gelesen
wurden.
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e d¢ = qa
Zur inversen Umsetzung aller §-Ubergiinge der Form 6(q,a) = (¢/,a’, R), das heifit von Konfiguration
K = aqaf kann in die Konfiguration K’ = aa’q’§ iibergegangen werden.

e ¢'d —qa )
Zur inversen Umsetzung aller §-Ubergéinge der Form 6(q,a) = (¢’,a’, N), das heiit von Konfiguration
K = agaf kann in die Konfiguration K’ = aq’a’8 iibergegangen werden.

e VbeTl:q¢ba — bga )
Zur inversen Umsetzung aller 6-Ubergéinge der Form 6(q,a) = (¢’,a’, L), das heiit von Konfiguration
K = abgaf kann in die Konfiguration K’ = aq’'ba’ iibergegangen werden.

e BD4a—«
Um am Ende alle Blanksymbole zu entfernen.
44— ¢
Um anschliefend das «-Symbol zu entfernen.

o » gy — ¢
Um am Ende das Zustandssymbol und das »-Symbol zu entfernen.

* * *
S = »qucB 4 = »quw .. w,B" 4 — wy... w, =w € L(M).
Phase 1 Phase 2 Phase 3
1. Endkonfiguration inklusive Blanksymbole erzeugen.

2. Rechnung von M riickwiérts ausfithren.

3. Aufrdumen (Blanksymbole, g, » und < 16schen).

Alternativ kann auch in Vorwértsrichtung vorgegangen werden:
. x | € € 3 w1 | |W2 Wn, € € € oh-
s 5 [5] (5] (o [ [ [ T[] [g] st < a0

Gur = (V,5,P,8), V = ({S,Al,Az} UQU { m
Produktionen P:

ac (Xu{e}),be F}), %, T" wie bei Turingmaschine,

€
S = _B_ S | qul
A1—>ZA1|A2 Va € ¥
Ay — _]53_ Ayl e
a|y| = |yl e Vg € QVa,y € T,8(¢,2) = (¢',y. R)Ya € SU ¢}
q Z —q m Vg€ QVx,y €T,5(q,x) = (¢, y,N)Va € ZU{e}
b [a] ;10 |a ’
Ll e, y Vge QVz,yeT,0(q,x) =(¢,y,L)Va,b € XU {e}Vz €T
mq%qaq Vg€ FVaeXU{e}Va el
Q[ﬂ — qaq Vge FVYaeXU{e}Vr el
q—¢€ Vq e F
Korrekt: Induktion iiber die Schritte von M gestartet mit w. ]
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3.2 Endliche Automaten

Definition 3.4 FEin deterministischer endlicher Automat (DFA, deterministic finite automaton)
A ist beschrieben durch 5 Komponenten A = (Q, %, 9, qo, F) mit:

e (): Endliche Menge der Zustinde

e X : Endliches Alphabet, QN = ()

e §:Q x X — Q Ubergangsfunktion

e qo : Startzustand

o F: F CQ, akzeptierende Endzustinde

Man kann sich einen DFA als eine Turingmaschine, die nicht schreibt und den Kopf nur nach rechts bewegt,
vorstellen.

Definition 3.5 Sei A = (Q,X%,6,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat.

e Die kanonische Fortsetzung von § ist definiert als § : Q x X* — Q,
Firqe Q,w=w...w, € X" gilt:

5(q,w) = ¢ falls es q1,...,q, € Q gibt mit
qn :q/

6(q7w1) =q1
5(qi,wig1) = qiy1 firi=1,...,n—1

Alternativ:

d(q.e) =q
d(qywy...wp) =0 (6(q, w1 ... Wp—1),wy) =6 (8(q,w1), w2 ... wy) firaleq€ Q,w; €%

e Der DFA A akzeptiert w € X%, falls 6(qo,w) € F. Das bedeutet: A akzeptiert w € ¥*, wenn er,

gestartet mit Eingabe w 1m Zustand qq, in einem Zustand aus F' landet, nachdem alle Zeichen von w
gelesen und verarbeitet worden sind. Die Zustinde aus Q \ F sind verwerfende Zustinde.

e Die von A akzeptierte Sprache ist

L(A) ={w|we X", §(q,w) € F}.

Die Laufzeit eines deterministischen endlichen Automaten ist immer n, wobei n die Lénge der Eingabe ist.

Berechenbarkeit und Formale Sprachen 48



Beispiel:
Sei Al = (Qu2757 qU7F)
mit Q = {QOaQI}a Y= {07 1}7 = {ql}

= 6(q0,001) = 6(qo, 01) = (g0, 1) = € F
=001 € L(4,)
L(A;) ={w € {0,1}" | w endet mit einer 1}.

Abbildung 9: Automat A;.

Beispiel:

Sei A2 - (Q,E,é, q07F)
mit Q - {QO7Q17Q2}a E = {07 1127Z}7 F = {qo}

s]o 1 2 =z

qgo |90 q1 42 qo
q1 |91 492 4o 4o
92 |92 40 41 9o

L(As) ={w € {0,1,2,2}" | die Summe der Zahlen in w nach
dem letzten z ist durch 3 teilbar}.

Abbildung 10: Automat A,.
Beispiel:

L(A3) = {w e {0,1}"

w enthélt 010}

Abbildung 11: Automat As.
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Beispiel:
L(Ay) ={w € {a,b}* | w = wiws ... w, mit w1 = wy,}

Die zugehérige regulére Grammatik G4 mit L(A4) = L(G4)
lautet:
Gy = (V,5,P,S = qo) mit

V= {QO7Q17q27q3aQ4}7 Y= {a7b}7

P
qo — aqy | bgs
q1 — aqy | bga | €
q2 — aqy | bga
q3 — bgz | aqs | €
Abbildung 12: Automat Ay. qa — bgs | aga

Satz 3.6 L werde von einem deterministischen endlichen Automaten A akzeptiert.
Dann gibt es eine CHOMSKY-3-Grammatik (bzw.: regulire Grammatik) G, die L erzeugt,
also L = L(A) = L(G).

BEWEIS: Sei L C ¥* und A gegeben durch A = (Q, X%, 6, g, F') mit L(A) = L.
Gesucht ist Grammatik G = (V,X,P,S) vom Typ CHOMSKY-3 mit L(G) = L.
Dieser Beweis ist in zwei verschiedenen Versionen mdoglich. Entweder (*1) sind beliebige e-Produktionen
erlaubt, oder (*2) es sind keine e-Produktionen aufier vom Startsymbol aus erlaubt. Definiere G wie folgt:

[ ) V:Q
* S=qo
o P:

Fiir alle §(q, a) = ¢’ nehme Produktion ¢ — ag’ in P auf.
(*1): Fiir alle ¢ € F nehme Produktionen ¢ — ¢ in P auf.
(*2): Fiir alle 6(¢q,a) = ¢’ mit ¢’ € F nehme Produktionen ¢ — a in P auf sowie ¢y — ¢ falls € € L.

Zu zeigen:
wy ... w, € L(A) & wy...w, € L(G).

wy ... w, € L(A)
< Es gibt Zustidnde ¢1,...,¢, € Q mit 6(g;, wit1) = ¢qip1 firi=0...n—1, ¢, € F
(*1) & es gibt Variablen ¢1,...,¢, € V mit S — wiq1 — wiwags —> W1 ... WnGy — W1 ... Wy
(*2) < es gibt Variablen qq,...,¢n—1 € V mit S — wiq1 — W1Waqs —> W1 ... Wn_1@n_1 — W1 ... Wy,

& wy...wy, € L(G).

|
Damit ist gezeigt, dass Typ-3-Grammatiken mindestens so viel erzeugen konnen, wie deterministische end-
liche Automaten erkennen kénnen.
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3.3 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFA)
L; = {w € {0,1}" | w hat als drittletztes Symbol 1}

0f1 of1
RN SN LNV ENG
Abbildung 13: Automat Ny mit L(Ny) = Ly.

Auch ein e-Ubergang, also das ,,spontane Zustandwechseln, gehort zum Nichtdeterminismus:

Ly = {w € {0,1}" | w enthilt die Teilfolge 101 oder 11}

01 01

Abbildung 14: Automat Ny mit L(Ng) = Lo

Die Schleife in g3 ist iibrigens notwendig, damit jedes Zeichen abgearbeitet wird - Eine Grundvoraussetzung
fiir endliche Automaten.

Definition 3.7 Fin nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA, non-deterministic finite
automaton) N ist beschrieben durch die 5 Komponenten N = (Q, %, 9, qo, F') mit:

e (Q: Endliche Menge der Zustinde
e X : Endliches Alphabet, QN = ()
e §:Q xX. = P(Q), wobei P die Potenzmenge ist und ¥, = X U {e}.
e qo : Startzustand
o [': I CQ, akzeptierende Endzustinde
N akzeptiert w € ¥, falls
o W=wi... W, € X}
e 5(qo,wy...wp)NF £
Die kanonische Fortsetzung von § ist definiert als § : Q x 5 — P(Q),
d(q,w) = 6(q,ws ... wy)
{reQ|3¢ €d(qwi...wp_1):7r€d(q,wpn)} mit w; € T,

= U 5(6117 wn)

q'€5(q, w1 Wp—1)
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Satz 3.8 Sei L eine reguldre Sprache. Dann gibt es einen nichtdeterministischen, endlichen Automaten, der
L akzeptiert.

BEWEIS: Sei G = (V, %, P,S) eine Typ-3-Grammatik, die L erzeugt. Ziel: Konstruktion von N.
e Q=VU{gs} mit gs ¢V
e X bleibt unveréndert
e go=3S
e Aus Regelmenge P:

1. Falls (u - av) € P, u,v €V, a € ¥:
= v € §(u,a) (,Lege v in die Menge §(u,a)*)

2. Falls (u—>a)e P,ueV,ae¥:
= g5 € (u,a)

3. Falls (u—»¢e)e PucV:
=u€ck

e gy EF
w € L < we L(N) (Ubung) O

Satz 3.9 Sei N ein nichtdeterministischer, endlicher Automat. Dann gibt es einen deterministischen, end-
lichen Automaten A mit L(N) = L(A).

BEWEIS: Sei N = (Q,%,6, 0, F).

1. Schritt: Es gibt keine e-Uberginge.

Potenzmengenkonstruktion

(Erzeugung des deterministischen, endlichen Automaten A = (Q', %, ¢, qp, F')):

« Q=P

* g0 = {a}

« F'={ReQ |RNF £0}

o §'(R,a) =U,epd(r,a) ={g€ Q[ q€d(ra),re R} (€Q)

L(N) = L(A), da
w € L(N) < §(qo,w)NF #0 < §(qp,w) € F' & we L(A)

2. Schritt: Auch e-Ubergiinge vorhanden.
ER)={qeQ|Tr,...,1: €Q, "M ERrp=q : 6(ri,e) drip1,i=1,....k—1}

Da auch 0 e-Ubergiinge vorkommen kénnen, gilt: R C E(R).
* 9= E({q})
o F"={ReQ'|ER)NF +#0}
o §'(R,a) =U,eg E(0(r,a)) ={q e Q| qe E((r,a)),r € R}
Korrektheit: Ubung. O
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Beispiel:

start @

Abbildung 15: NFA Ny F={ReqQ |E(R)NF £0} = {a2}. {d0. 02} {41, 02} {0 01. 22}

Abbildung 16: DFA A; nach Potenzmengenkonstruktion von Ny

Beispiel:

0

Abbildung 17: Nichtdeterministischer Automat No

4% =E({q}) ={w, 2} F' ={RecQ |ER)NF #0}={{q}, {2001}, {90 e}, {90 q1,9}}

{QOaQMQQ} m

Abbildung 18: Deterministischer Automat As nach Potenzmengenkonstruktion von Ny

Korollar 3.10 Sei L eine regulire Sprache. Dann gibt es einen DFA A mit L(A) = L.

Korollar 3.11 L ist genau dann regulir, wenn es einen DFA A gibt mit L = L(A).
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3.4 Minimierung endlicher Automaten

Abbildung 19: Deterministischer Automat A, aus Abbildung 18 ohne Zusténde, die vom Startzustand nicht
erreicht werden konnen.

Definition 3.12 Sei L eine regulire Sprache.
Der deterministische, endliche Automat A heiffit Minimalautomat fir L, falls gilt:
(i) A akzeptiert L.

(it) Jeder andere deterministische, endliche Automat A’, der L akzeptiert (L(A") = L), hat mindestens so
viele Zustinde wie A.

Ein Zustand ¢ in A ist unerreichbar, falls es kein Wort w € ¥* gibt mit 6(go, w) = q.
Unerreichbare Zustinde konnen mittels Breiten- oder Tiefensuche identifiziert und geléscht werden. Der
Automat, der nach dem Léschen herauskommt, braucht aber nicht unbedingt ein Minimalautomat zu sein.

Definition 3.13 Sei A = (Q,%,0,qo, F') ein deterministischer, endlicher Automat.
Zwei Zustinde q,q" € Q heiflen dquivalent, wenn fiir jedes w € X* gilt:

§(q,w) € F & 6(¢,w) € F
Wir schreiben: ¢ = ¢'.

Da ,=* eine Aquivalenzrelation ist, wird Q durch ,=* in Aquivalenzklassen partitioniert. Die Klasse, zu
dem q gehirt, bezeichnen wir mit [q].
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(a) Automat A;. Es gilt: Vw € £* : §(qo,w) € F < 6(qs,w) € F

(b) Automat As. Zustinde go und g4 aus Automat A; wurden zu einem Zu-
stand vereinigt.

Abbildung 20: Zwei deterministische Automaten, welche die gleiche Sprache akzeptieren.

Beziiglich des Automaten A; in Abbildung 20 gilt demnach:

[QO} = [Q4] = {QO>Q4}7 [fh] = {Q1}, [Q2] = {(J2}7 [qg] = {Q3}

Warum ist g1 Z ¢o27

Man muss ein Teilwort finden, welches einmal von ¢; aus in F' ist, und einmal nicht.
Man nehme nun das Wort 01. Hier gilt: §(¢1,01) € F, aber auch §(g2,01) ¢ F.

Was nicht ausreicht, ist, zu zeigen, dass w = 0 in verschiedenen Zustidnden landet!

Definition 3.14 Sei A =(Q = {qo,-.-9m}, 2, 0,90, F) ein deterministischer, endlicher Automat.
Der zu A gehorende Aquivalenzautomat A’ = (Q',X,0',q)), F') ist definiert durch:

o Q" ={[qol,[q1];---,lam]} (Duplikate [g;] bzw. [g;] fallen in Mengen automatisch weg)
* 4o = [qo]

e VgeQ, acx:d (g, a)=1[0(g,a)]

o "={ldllqeF}

Satz 3.15 Sei A = (Q,%,6,qo, I) ein deterministischer, endlicher Automat und A" = (Q', %, 0, g4, F') der
zu A gehérende Aquivalenzautomat, dann ist L(A) = L(A’).

BEWEIS: correct by construction. O

Nun ein Algorithmus zum finden dquivalenter Zusténde:
Algorithmus NEQ (Not-Equivalent):

Eingabe: ein deterministischer, endlicher Automat A = (Q, %, 6, qo, F);
Markiere alle Paare von Zustéinden {p, ¢}, von denen genau einer ein akzeptierender Zustand ist;
solange es noch ein Paar {p,q} von Zustinden und ein Zeichen a € & gibt,
sodass {6(p,a),d(q,a)} bereits markiert ist tue
‘ markiere {p, q};
Ende
Ausgabe: Die nicht-markierten Zustandspaare bilden Paare dquivalenter Zusténde.

N 0 o0k W=
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Beispiel:

Abbildung 21: Deterministischer Automat A.

Durchlauf von NEQ angewendet auf deterministischen Automaten A aus Abbildung 21:

Tabelle 4: Start von NEQ auf A - nur Paare mit ge- Tabelle 5: Nach und nach werden diese Paare von
nau einem Endzustand werden als nicht dquivalent NEQ als nicht dquivalent erkannt (n. &.).
markiert ‘ 1
A v {4, B} {6(A,1),6(B,1)} = {F,C}
C v Iv VIVIVIVIY {AvF} {0(A,0),0(F, 0)} = {B,C}
D v {A,H} | {6(A,1),6(H,1)} ={F,C}
E v {B,D} | {§(B,0),6(D,0)} ={G,C}
F v {B,E} | {0(B,1),6(E,1)} ={C,F}
G v {B,F} | {6(B,0),6(F,0)} ={G,C}
i 7 (B,G} | {3(B,1),8(G,1)} = {C, E}
TATB[C[D[E[F|G|H {D,E} | {0(D,0),6(E,0)} ={C, H}
{D,G} | {§(D,0),6(G,0)} ={C,G}
. . - . . {D,H} | {6(D,0),6(H,0)} ={C,G}
Die Tabelle ist natiirlich symmetrisch. Es reicht
. . {E,F} | {§(F,0),§(F,0)} ={H,C}
Eiien Tellﬁ)berhalb oder unterhalb der Diagonalen (E,HY | {8(E,1),6(H,1)} = {F,C}
aranstetien: {F.G} | {8(F,0),0(G,0)} = {C. G}
{F.H} | {6(F,1),6(H,1)} ={G,C}
{G. H} | {6(G,1),6(H,1)} ={E,C}
{4, G} | {0(4,0),6(G,0)} ={B,G}
{E>G} {6(E70)76(G70>} = {H> G}
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Tabelle 6: Finale Tabelle aller nicht dquivalenten Paare nach dem Durchlauf von NEQ auf A.

A arar VvV
B || v ArArarari

v v ArArarari
D[V V[V v N
D arar arari
F v v |V % N
i ararararar %
0|V ArArarar

[A[B[C[D[E[F[G[H

Die Tabelle ist natiirlich symmetrisch. Es reicht den Teil oberhalb oder unterhalb der Diagonalen darzustellen.

Abbildung 22: Aquivalenzautomat A’ zum Automaten A aus Abbildung 21.

(i) NEQ markiert nur Paare nichtéiquivalenter Zusténde.

(ii) Jedes Paar nichtdquivalenter Zustéinde wird von NEQ markiert.

Zu (i): (Beweis mittels Induktion)

Induktionsanfang:

Im ersten Schritt von NEQ werden in der Tat nichtdquivalente Paare markiert.

(Beleg / “Beweis® ist das Wort w = ¢.)

Induktionsschritt (i — 1 — %):

Es werde nun {p, ¢} im i-ten Durchlauf der Schleife markiert.

Zu zeigen: p # q.

p, ¢ markiert = es gibt ein markiertes {p’, ¢’} mit {J(p,a),d(q,a)} = {p’,¢'} und {p’, ¢’} sind per Indukti-
onsannahme nicht dquivalent = p Z ¢, denn da p’ Z ¢’ gibt es ein Wort w sodass 0.B.d.A. §(p/,w) € F und
§(¢',w) ¢ F und damit ist é(p,aw) € F und (¢, aw) ¢ F.

Zu (ii): (indirekter Beweis)

Annahme: Es gibt ein Paar {p, ¢}, welches nicht markiert ist, aber nicht fquivalent ist.

Wenn p # ¢, dann gibt es ein w € ¥* mit 6(p,w) € F und 6(q,w) ¢ F (oder umgekehrt). Unter allen nicht
markierten Paaren, die markiert werden sollten, nehme ein Paar {p,q}, welches ein kiirzestes w hat mit
der Eigenschaft dass d(p,w) € F und é(q,w) ¢ F. Sei w = wy ... wy. {6(p,w1),0(q,w1)} ist ein Paar nicht
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dquivalenter Zustinde, da p, ¢ nach Annahme nicht dquivalent sind. Also beweist ws ... w,, dass d(p, w1)
und §(q, wy) nicht dquivalent sind. Aber {§(p, w1), d(¢q, w1)} darf nicht markiert sein, da sonst {p, ¢} markiert
wére. Dies widerspricht aber der Annahme, dass {p, ¢} ein Paar mit minimal langem w ist. 4

Da es nur (lgl) = Q|- (|Q| — 1)/2 Paare gibt, wird die Schleife maximal O(|Q|? - ||) mal durchlaufen.

Satz 3.16 "Gegeben sei ein deterministischer, endlicher Automat A = (Q,%,0,qo, F). Dann kann der zu A
gehorende Aquivalenzautomat in Zeit O (|Q|? - |S|) auf einer Registermaschine berechnet werden.

Satz 3.17 Sei D ein deterministischer, endlicher Automat. Dann ist der Aquivalenzautomat A zu D ein
Minimalautomat fiir L(D).

BEWEIS: Seien A = (Q,%,0,q0, F) und A" = (Q', 3,0, q)), F') zwei deterministische, endliche Automaten,
QNQ' =0,q¢d €cQUQ".
q=¢ mit ¢q,¢ € QUQ’, falls eine der folgenden Bedingungen gilt:
(i) ¢,¢' € Q: fir alle w € ¥* : §(q,w) € F < 6(¢,w) € F
(i) ¢,¢' € Q': fiir alle w € ¥* : §'(q,w) € F' < 0'(¢',w) € F’
(i) € Q,¢ € Q :firallew e ¥*: §(q,w) € F < (¢, w) € F'.

Akzeptieren A und A’ dieselbe Sprache, so gilt: go = ¢j.

Sei M ein Minimalautomat fiir L(D) (D soll keine von gy nicht erreichbaren Zusténde enthalten).
Wir zeigen: Jeder Zustand ¢ von A ist zu einem Zustand ¢’ von M #quivalent.

Wir wissen: Die beiden Startzustinde sind dquivalent.

Sei g ein beliebiger Zustand von A. Es gibt ein w € ¥* mit §(go, w) = ¢ fiir den Startzustand ¢go von A und
der 0-Funktion ¢ von A.
Betrachte ¢ von M mit: dps(g), w) = ¢, wobei g, der Startzustand von M ist.

Wir behaupten: ¢ = ¢/, also §(q,u) € F < dp(¢',u) € F' fir alle u € &*

Annahme:

Es gibt ein v € ¥* mit §(¢,u) € F und dp7(¢’,u) ¢ F' (oder umgekehrt), dann ist 6(qp, wu) € F und
(g, wu) ¢ F'

= L(A)#L(M) %

=q=q

Zu jedem ¢ von A gibt es in M einen #quivalenten Zustand ¢’. Nun miissen unterschiedliche Zustinde von
A dquivalent zu unterschiedlichen Zustinden von M sein. Dies gilt, da = eine Aquivalenzrelation und somit
transitiv ist.

= A und M haben die gleiche Anzahl an Zusténden. O

Satz 3.18 Der Minimalautomat ist eindeutig.

BEWEIS: Wie bei Satz 3.17. ]
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3.5 Das Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen und nichtregulire Sprachen

Beispiel:

L={w]|we{0,1}", (w)2 mod 3 =0}

Der Automat ist im Zustand ¢; genau dann, wenn fiir das bisher gelesene Wort w gilt (w)s mod 3 = 4. Dies
ist moglich, denn fir « € {0,1} und w € {0,1}* gilt

(wz)2 mod 3= ((w)2-2+2) mod 3= (((wz) mod 3)-2+2x) mod 3.

Damit ergibt sich der angegebene Automat. Auch L = L(A) ist klar, da sich der Automat genau dann im
Zustand ¢o befindet, wenn fiir das gelesene Wort w gilt (w)s mod 3 = 0.

Betrachte das Wort w = 1001. Dieses Wort wird von dem Automaten A iiber die Folge der Zustédnde
40,41, 92,41, qo akzeptiert. Da mehr als |Q| Zusténde in der akzeptierenden Rechnung vorkommen muss es
einen Zustand geben, der mehrfach auftaucht. Beispielsweise taucht g; mehrfach auf. Der Teil der zwischen
den beiden Vorkommen von ¢; gelesen wird (00), kann nun sowohl aus dem Wort entfernt (11) als auch belie-
big vervielfdltigt (100001, 10000001, ...) werden. Fiir all diese Wérter gibt es eine akzeptierende Rechnung
von A, da in der akzeptierenden Rechnung die Teilfolge der Zusténde zwischen den beiden Vorkommen von
q1 inklusive eines der ¢; entweder entfernt oder beliebig oft wiederholt werden kann.

Diese Idee wird in folgender Definition verallgemeinert.

Definition 3.19 Sei L eine Sprache tiber X.
L hat die regulire Pump-Eigenschaft, falls gilt:

Ing, € NVz € L, |z| > ng, Ju,v,w € ¥ : vow = z und
(i) lwo| <ng
(i) v#£e
(iii) Vi > 0 : uwv'w € L

Beispiel: o
L={d'V|i,j >0}

Setze ny, = 5. Sei z € L beliebig, aber fest mit |z| > 5. Setze u = . v ist dann das erste Zeichen von z, w
dessen Rest.

(i) wv = v = erstes Zeichen von z, dessen Betrag ist 1 <5 v.
(i) v#Ee v
(iii) wviw = (erstes Zeichen von z)'w € L v/

= L hat die regulire Pump-Eigenschaft.
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Satz 3.20 (Pumping-Lemma fiir reguléire Sprachen)
Wenn eine Sprache regulér ist, dann hat sie die reguldre Pump-Eigenschaft.

BEWEIS: L sei regulér. Sei G = (V, X, P,S) eine reguldre Grammatik (Typ Chomsky-3) mit L = L(G).
Setze ny, == |V| + 1.

Sei z = ay ...a, € L beliebig, aber fest, mit |z| > nr.

Da z € L ist, gibt es eine Herleitung mittels G fiir z.

Sei Vo, V1,..., Vi, die Folge der Variablen, die bei der Herleitung von z produziert werden (Es gibt bei
reguldiren Grammatiken in jeder vom Startsymbol erreichbaren Satzform maximal eine Variable).

Falls die letzte Ableitung von der Form V;,, — ¢ so gilt m = |z|.

Falls die letzte Ableitung von der Form V,, — a mit a € ¥ so gilt m = |z| — 1.
Alsom>|z|—-1>n,—-1>|V].

= Es muss innerhalb von Vp, ..., Vjy| eine doppelt vorkommende Variable geben.

Sei also Vj, die erste doppelt vorkommende Variable und V3, =V}, 0 < k < j < |V| < ng. Im Syntaxbaum
ist Vj, die erste von oben kommend doppelte Variable.

Setze:
uU:=ay...a Voi)UVkZUVj
VI=Ag41---Q5 0 = VkQU‘G:UVk
W= Ajg1 .- Ay Vji>w

o ()i |luv|=7<mnp v
o (ii): u=j—k>1alsov#e v
o (iii):
01=0:
Voi>qu:uVji>uw
uw el v

o1>0:
Voi>qui>quj:qukﬁ...ﬁuvZVj—ﬁuv’w
= w'w €LV O
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Alternativer Beweis mit Automaten:

BEWEIS: L sei regulédr. Sei A = (Q,%,0,qo, F') ein deterministischer, endlicher Automat mit L = L(A).
Setze ny, := Q).

Sei z =ay ...a, € L beliebig, aber fest, mit m > ny,.

Da z € L ist, gibt es eine akzeptierende Rechnung von A fiir z.

Sei rg,r1,...,7y die Folge der Zusténde, die bei der akzeptierenden Rechnung durchlaufen werden mit
ro =¢qo und 7,,, € F.

Dies sind m + 1 > ny, + 1 > |Q| Zusténde.

= Es muss innerhalb von rg,...,r,, einen doppelt vorkommenden Zustand geben.
Seialsor, =75, 0<k<j<ng.
Setze:
Ui=ai...a d(go,u) =1k =71}
Vi=Qpyr... 05 = O(rg,v) =1 =7
W= Qg1 ... A o(rj,w)=ry, € F

o ()i |Juv|=7<np v
o (ii): [v|=j—k>1alsov#e v

o (iii):

01=0:
8(go, uw) = 6(8(qo, u), w) = rom
——
=TrE=Tj
uw e L Vv
01>0:
§(qo, uv'w) = §(8(qo, u), v'w) = §(ry, v'w) = 5(8(rg, v),v" " 'w)
~——
=TE=Tj
= (r, v w) = ... = 0(rg, w) = 6(rj, w) = T
= w'w €LV ]
Anmerkung:

Die Riickrichtung des Pumping-Lemmas gilt nicht!

Es gibt sogar unentscheidbare Sprachen, die die regulire Pump-FEigenschaft besitzen!
Aquivalente Formulierung des Pumping-Lemmas:

Wenn L die reguliire Pump-Eigenschaft nicht besitzt, ist sie nicht regulér.

Die Pump-Eigenschaft ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir regulédre Sprachen. Das heifit, wenn L die
reguldre Pump-Eigenschaft nicht hat = L ist nicht regulér.

Beispiel: (Endliche Sprachen)

Endliche Sprachen sind regulér.

Sei L eine beliebige aber feste endliche Sprache. Demnach muss L die regulédre Pump-Eigenschaft haben.
Wie geht das mit uviw € L aus dem dritten Punkt einher?

Ganz einfach: Es gibt ein ldngstes Wort w mit |w| = c.

Wir wahlen n;, = ¢+ 1.

Dann gibt es keine z € L mit |z| > nr. Der Allquantor bezieht sich also auf die leere Menge. Fiir alle Objekte
in der leeren Menge gelten beliebige Eigenschaften.

= jede endliche Sprache besitzt die reguldre Pump-Eigenschaft.
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Die Negation der reguliren Pump-Eigenschaft kann folgendermafien formuliert werden:
Sei L eine Sprache.
Ynp € N3z € L, |z| > ng Vu,v,w € & : wow =z :
(Juv| < npAv#e)=Fi>0:uw'w¢ L
N o (i)
(i) 1% —(222

Beispiel:

L ={0"1™ | n > 1} hat nicht die reguldre Pump-Eigenschaft.

BEWEIS:

Sei ny, € IN beliebig, aber fest.

Setze z = 0"1"L € L und |z| > np.

Sei u, v, w mit z = wvw beliebig, aber fest, wobei |uv| < np und |v| > 1 gilt.

Aus |uv| < ny, folgt: v besteht nur aus Nullen, und da |v| > 1 besteht v aus mindestens einer Null.

Setze i := 0 = uw = 0"+~ 1"11"2 ¢ [ da ny, — |v| < np, ist. O
Beispiel:

L ={aa | a € {0,1}*} hat nicht die reguldre Pump-Eigenschaft.

BEWEIS:

Sei ny, € IN beliebig, aber fest.

Setze z = 0"L1"L0™L 1™ € L und |z| > ny.

Sei u, v, w mit z = wvw beliebig, aber fest, wobei |uv| < nr und |v| > 1 gilt.

Aus |uv| < np, folgt: v besteht nur aus Nullen, die vor der ersten Eins stehen. Da |v| > 1 gilt, besteht v aus
mindestens einer dieser Nullen.

Setze i 1= 0 = uw = 0"~ 1UI117L Qe 1L ¢ [, da:

e Fall juw| ungerade: Somit kann es keine Aufteilung von ww in zwei gleichlange Teilworte geben.

e Fall |uw| gerade: Somit gilt |[uw| = 4ny, — |v|. Teilt man nun ww in zwei gleichlange Teilworte uw = ab
v[>1 1<v]<n
auf, so gilt, dass 2ny, — [v] < 2np —i[v] =la| = < " 3np — |v|. Somit gilt, dass a mit einer Null

endet, b jedoch mit einer Eins = a # b

O
Beispiel:
L = {17 | p ist Primzahl} hat nicht die regulire Pump-Eigenschaft.
BEWEIS:
Sei ny, € IN beliebig, aber fest.
Sei ¢ eine Primzahl mit ¢ > np + 2.
Setze z=19€ Lund |z| =q¢>np +2 > ny.
Sei u, v, w mit z = wvw beliebig, aber fest, wobei |uv| < ny und |v| > 1 gilt.
Daraus folgt |w| = Juvw| — Juv| > ng, + 2 —ng > 2.
Setze i := |uw|.
Es gilt Juw| > |w| > 2.
= woiw = 1lvwltluwl-v] — qluw|-(1+]v]) ¢ L,
denn wegen |uw| > 2 und |v| > 1 ist |uw]| - (1 4 |v|) nicht prim. O
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3.6 Regulidre Ausdriicke und Abschlusseigenschaften reguliarer Sprachen

Definition 3.21 Sei . ein endliches Alphabet. R ist ein reguldrer Ausdruck diber ¥, wenn R einer der
folgenden Ausdriicke ist:

1. a wobeia € X

2. €

3.0

4. (Ry U Rg) wobei Ry, Ry regulire Ausdriicke sind
5. (R1 - Ry) wobei Ry, Ry requlire Ausdriicke sind
6. (R}) wobei Ry regulirer Ausdruck ist

Semantik
Sei R ein requlirer Ausdruck. Dann bezeichnet L(R) folgende Sprache:

1. R=a L(R)={a}

2. R=e¢ L(R)={e}
3. R=0 L(R) =0
4. R=(RiURy) L(R)=L(R))UL(Ry)
5. R=(Ri-Ry) L(R)=L(R:)oL(Rs) = {wiws | w1 € L(R), wy € L(Ry)}
6. R=(R;) L(R)=L(R.)"
Anmerkungen:

¢ ist das neutrale Element der Konkatenation, () nicht! R - = ()!
Konkatenation bindet stérker als Vereinigung.

Beispiele:
L(0*10%) = {w € {0,1}" | w enthilt genau eine 1}
L((bu1)*1(0u1)") = {w € {0,1}" | w enthilt mindestens eine 1}
L((Ou1)*o01(0U1)*) = {w € {0,1}" | w enthilt die Zeichenfolge 001}
L(((ou1)(0u1))) = {w € {0,1}" | w hat gerade Lénge}
LOoOunoulul)*1uoUl) ={we{0,1}"|w beginnt und endet mit dem gleichen Zeichen}
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Satz 3.22 Sei L C X* eine Sprache.

L ist genau dann regulir, wenn es einen reguldren Ausdruck R iber ¥ gibt mit L = L(R).

BEWEIS:
»L reguldr < es gibt R“:

Vorgehen: Entlang der rekursiven Definition der regulidren Ausdriicke werden NFAs angegeben.

1. a wobei a € X:

e O—a)©
—_—>]
e ©—5)©
B ——

D O
— >

4. (R1 U Ry) wobei Ry, Ry regulire Ausdriicke sind

NFA zu Rl
€ €

start : z >C>>
& NFA zu RQ A

5. (R1 - Ry) wobei Ry, Ry regulére Ausdriicke sind

NFA zu R; NFA zu Ry
O O - O
[t I |~ 5

6. (R}) wobei Ry reguldrer Ausdruck ist

NFA zu R1

start
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L regular = es gibt R“:
L regulir = es gibt einen DFA A = (Q = {q1,--.,49n}, 2,9, ¢1, F) mit L(A) = L.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei §(g,a) definiert fiir alle ¢ € Q,a € 3.

Variante 1 (dynamische Programmierung):
Verwende folgende Hilfskonstruktion:
Fiiri,j € {1,...,n} und k € {0, ...,n} definieren wir die regulidren Ausdriicke Rﬁj mit folgender Eigenschaft:

L(Rﬁj) = {x € ¥ | (¢gi, z) = q;, kein echter Zwischenzustand hat Index > k}

Diese reguldren Ausdriicke lassen sich folgendermafien rekursiv konstruieren:

kzOundi;éj:R?’j: U a

a€eX:
d(qi,a)=q;
k::Oundizj:R?’iz U a|Ue
acX:
3(qi,a)=q;
k>0 DRy, = RIVURES (R RESY

Beispielwort w € L(RF. - (RF1)?- RZ;l) C L(R},) fiir das der Automat zwischen ¢; und ¢; genau dreimal
den Zustand g durchlduft. Sonst werden zwischen ¢; und ¢; nur Zusténde g,, mit m < k durchlaufen:

€ L(R{Y) € LR € LR, € L(Ry Y

Da alle R?yj regulére Ausdriicke sind, sind auch alle Rﬁ ; fiir beliebiges k reguldre Ausdriicke.

Wir setzen R={J, cp RY; -

Fiir ¢; € F gilt L(RY ;) = {z € ¥* [ §(q1, %) = ¢;}. Somit terminert der DFA A fiir jede Eingabe z € L(RT ;)
in dem akzeptierenden Endzustand g;. Entsprechend gilt fiir jede Eingabe x € L(R), dass der DFA A in einem
akzeptierenden Endzustand hélt. Per Konstruktion der reguliren Ausdriicke R} ; enthélt L(R) ausschlieBlich
Worter der Sprache L. Folglich existiert ein regulidrer Ausdruck R mit L = L(R). (]

Variante 2 (Gauss-Elimination):
Verwende R, als Bezeichnung fiir den reguldren Ausdruck, der die Sprache représentiert, die akzeptiert wird,
wenn q der Startzustand wire.

Es gilt
U z Ré(q,z) falls q ¢ F
Rq _ zEX
Uz R(;(%Z)) Ue fallsge F .
zEX
Jedes R, lasst sich also schreiben als
R, = U ag Ry | U wobel ag/, o regulire Ausdriicke fiir alle ¢ € @ sind.

7EQ

Anmerkung: Ein R, auf einer rechten Seite kann als Platzhalter betrachtet werden.
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AuBlerdem gilt folgende Selbstersetzungsregel

Ry =aR, U U oy Ry | Ua

7€Q\{q}
nachdem ay benutzt wurde, kann erneut der gleiche
=(ayg)" - U ag - Ry | Ua reguldre Ausdruck (R,) verwendet werden, um ein Wort
7€Q\{q} aus der durch R, représentierten Sprache zu erzeugen

= U ((ag)" - ag) - Ry | U((ag)* - ) wobel ag, o regulire Ausdriicke fiir alle ¢’ € @ sind.
a'€Q\{a}

,,Gauss-Elimination:“

Definiere nun eine beliebige Reihenfolge/Ordnung der Zusténde (¢ < ¢’ wenn ¢ vor ¢').

Tteriere nun iiber die Zusténde in umgekehrter Reihenfolge. Sei g der aktuelle Zustand iiber den iteriert wird.
In der Iteration fiihre erst die Selbstersetzungsregel auf R, aus und ersetze danach alle Vorkommen von R,
auf einer rechten Seite von R, durch den reguléiren Ausdruck von R,, der ohne R, selbst auskommt, aber
gegebenenfalls weitere Ry mit ¢ < ¢ auf der rechten Seite nutzt.

Nach jeder Iteration iiber einen Zustand g kénnen fiir jedes ¢ die R5 damit folgendermaflen dargestellt werden

R; = U ag - Ry | Ua wobel a4/, o regulire Ausdriicke fiir alle ¢ € @ sind.
7'€Q
q'<q

Nachdem {iiber alle Zusténde iteriert wurde bleibt je R, nur ein gewohnlicher regulédrer Ausdruck iibrig, der
ohne weitere R, auf der rechten Seite auskommt.
= L(Ry,) = L(A) und R,, ist regulérer Ausdruck. O

Beispiel: Gauss-Elimination

Ly ={w]|]we{0,1}*, (w)2 mod 3 =0}

Sei Ly ={u|u e {0,1}*,u wird akzeptiert falls A Startzustand wére}, analog L, Lg.
Gesucht sind reguldre Ausdriicke R4, Rp und Rg fiir L4, Lp und Lg. Vereinfachend/Abkiirzend verwenden
wir S, A, B stellvertretend fiir Rg, R4, Rp.

,,Gauss-Elimination“:

e initiales Gleichungssystem:
S =0SU1AUe, denn im Zustand S gibt es den Ubergang mit gelesenem Zeichen 0 in den Zustand S
zuriick, mit gelesenem Zeichen 1 in den Zustand A und zusétzlich ist € enthalten, da S ein Endzustand
ist.
A =0BU1S, denn im Zustand A gibt es den Ubergang mit gelesenem Zeichen 0 in den Zustand B
und mit gelesenem Zeichen 1 in den Zustand S.
B = 1B UO0A, denn im Zustand B gibt es den Ubergang mit gelesenem Zeichen 0 in den Zustand A
und mit gelesenem Zeichen 1 in den Zustand B zuriick.
Hinweis: Die Aufstellung und das Losen des Gleichungssystems ist analog auch bei nichtdeterministi-
schen Automaten moglich.
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e Elimination von A auf der rechten Seite:
Zunéchst muss A ohne A auf der rechten Seite dargestellt werden. Das ist jedoch bereits der Fall und
es muss demnach nichts angepasst werden. Anschliefend wird A durch die entsprechende rechte Seite
0B U1S in den Ausdriicken fiir S und B ersetzt. Damit ergeben sich fiir S und B folgende Ausdriicke:
S=0SU1l(0BU1S)Ue=05U10BU11SUe=(0U11)SU10BUe
B=1BU0(0BU1S)=1BU00BU0LS = (1U00)BUO0LS

e Elimination von B auf der rechten Seite:
Zunédchst muss B ohne B auf der rechten Seite dargestellt werden. Das geschieht durch die Selbst-

ersetzungsregel. Dabei ist ag = 1 U 00 und (Uq,eQ\{B} aq/q’) = 015 und o = (). Das Ergebnis der

Selbstersetzungsregel lautet dann

B =(1U00)*(01SU®) = (1U00)*01S.

AnschlieBend wird B durch die entsprechende rechte Seite (1 U00)*01S in den Ausdriicken fiir S und
A ersetzt. Damit ergeben sich fiir S und A folgende Ausdriicke:

A=0((1U00)*01S)U 1S = (0(1U00)*01U1)S

S=(0Ul1)SU10((1U00)*01S)Ue =(0U11U10(1U00)*01)SUe

Hinweis: Wire sowohl oo = (} als auch (U yeQ\(B} ¥ q,q/) = ) so wiire das Ergebnis der Selbstanwendung

() unabhiingig davon, wie aup aussieht.

e Elimination von S auf der rechten Seite:
Zunéchst muss S ohne S auf der rechten Seite dargestellt werden. Das geschieht durch die Selbsterset-
zungsregel. Das Ergebnis der Selbstersetzungsregel lautet dann
S=(0uU1l1Uu10(1U00)*01)*(PUe) =(0U11U10(1U00)*01)*¢ = (0U11U10(1U00)*01)*
Anschlieend wird S durch die entsprechende rechte Seite (0U 11U 10(1U00)*01)* in den Ausdriicken
fiir A und B ersetzt. Damit ergeben sich fiir A und B folgende Ausdriicke:
A=(0(1U00)*01U1)(0U11U10(1U00)*01)*
B=(1U00)*01(0U11U10(1U00)*01)*

e Da S Startzustand ist, ist S ein reguldrer Ausdruck mit Lg = L(S) = L((0U11U10(1U00)*01)*) = L;.

Kurz mit alternativer Eliminationsreihenfolge.
initiales Gleichungssystem  Elimination von B Elimination von A

S =0SUlAUe =0SUlAUe =0SU1(01*0)*1SUe

A =15U0B =15U01*04 = (01*0)*1S

B =1BU0A =1*0A = 1*0(01*0)*15
Ausklammern von S Elimination von S

S =(0uU1(01*0)*1)SUe = (0U1(01*0)*1)*e = (0U1(01*0)*1)*

A = (0170)*1S = (01*0)*1(0 U 1(01*0)*1)*

B =1*0(01*0)*1S =1*0(01*0)*1(0 U 1(01*0)*1)*

Damit gilt Lg = L(S) = L((0U1(01*0)*1)*) = L.

Hinweis: Es ergeben sich dadurch andere regulidre Ausdriicke. Das kann jedoch sein, da die Darstellung
mittels reguléren Ausdriicken nicht eindeutig ist.

Beispiel:
Ly = {w | w=wws ... wy € {a,b}*,w,, = b}
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SV

S
A
B

initiales Gleichungssystem Elimination von B Ausklammern von A

=aAUbB =aAUbb* (aAUc¢) = (aUbb*a)A U bb*
=(aUb)AUDB =(aUb)AUbV*(aAUe) = (aUbUbb*a)A U bb*
=aAUbBUe =b*(aAUce) =b*aAUDb*

Elimination von A
= (aUbb*a)(aUbUbb*a)*bb* U bb*
= (aUbU bb*a)*bb*
=b*a(aUbUbb*a)*bb* U b*

Damit gilt Ls = L(S) = L((a U bb*a)(a U b U bb*a)*bb* U bb*) = Lo.

Satz 3.23 Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter den Operationen

Vereinigung

Konkatenation

Durchschnitt

Sternabschluss (Kleene-Abschluss)
Komplementbildung

Spiegelung

BEWEIS:

Vereinigung nach Definition regulérer Ausdriicke v*
Konkatenation nach Definition reguldrer Ausdriicke v/
Sternabschluss nach Definition regulérer Ausdriicke v/

Komplementbildung:
Sei L reguldr und A = (Q, %, 6, qo, F') ein DFA mit L = L(A) und (g, a) ist definiert Vg € Q,a € X,
dann akzeptiert der DFA A’ = (Q, X, 6, qo, F') mit F/ = Q \ F das Komplement L v/

Durchschnitt ist mit vorherigen Operationen umsetzbar (Lq N Ly = LU E) v

Spiegelung durch inverse Reihenfolge bei jeder Konkatenation in regulidren Ausdriicken v* ]
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3.7 Kontextfreie Grammatiken und Sprachen

Eine Sprache heifit kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L gibt (siehe Defini-
tion 3.1).

Beispiel:

G = (V,%,P,S) mit

V ={8}, ¥ ={a,b},
P:S—aSh|e

L(Gy) = {a™" | n > 0}
Eigentlich noch zu zeigen:

(i) Jedes derartige Wort kann erzeugt werden.
(ii) Kein anderes Wort ist erzeugbar.

Beispiel:

G = (V, 3, P, (Ausdruck)) mit

V = {{Ausdruck), (Term), (Faktor)}, ¥ = {+,%,(,),a},
P:

(Ausdruck) — (Term) | (Ausdruck) + (Term,)
(Term) — (Faktor) | (Term) x (Faktor)
(Faktor) — a | ((Ausdruck))

Beispielableitung:

(Ausdruck) Ausdruck) + (Term)

Term) + (Term)

Faktor) + (Term,)

Ausdruck)) + (Term)
Ausdruck) + (Term)) + (Term)
(Term) + (Term)) + (Term)

—
—
—
= (
— (
= (
— ((Faktor) + (Term)) + (Term)
= (
= (
= (
= (
— (

o~ o~

+ (Term)) + (Term)
+ (Faktor)) + (Term,)
a+ a) + (Term)

a+ a) + (Faktor)
a+a)+a

= (a+a)+ac L(Gy)
Dies war eine Linksableitung, da immer die linkeste Variable abgeleitet wurde.
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(Ausdruck)

® >
(o)

(Faktor)

(Ausdruck)

@
Abbildung 23: Syntaxbaum (Herleitungsbaum) zur Ableitung von (a + a) + a mittels Gs.

Die Herstellung des Syntaxbaums ist die Syntaxanalyse. Die Blitter des Syntaxbaums (von links nach rechts)
beschreiben das hergeleitete Wort. Der Syntaxbaum muss im Allgemeinen nicht eindeutig sein.

Definition 3.24 Eine kontextfreie Grammatik G = (V,X,P,S) ist in Chomsky-Normalform (ChNF),
wenn jede Regel in G von folgender Form ist:

e A->BC mit AcV, B,C eV \{S} oder
e A—samit A€V, a€X oder

e S—¢e.

Satz 3.25 Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann eine kontextfreie Grammatik G' in ChNF konstruiert
werden mit L(G) = L(G').

Der Beweis dieses Satzes ist auf die folgenden Lemmata aufgeteilt.
Lemma 3.26 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V,3,P,S) gibt es eine kontextfreie Grammatik

Ge-frei = (V', 2, P, 8") mit L(G) = L(Ge_frei) und Ge_prei enthdlt keine e-Regeln bis auf ggf. 8" — € und das
Startsymbol taucht auf keiner rechten Seite einer Produktion auf.
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BEWEIS: Wir benutzen folgende Hilfskonstruktion:
Ey={A|(A—¢)eP}
E,={A|(A— By...By) €P, mit By,...,By € E;_1}UFE;_; .
Da es nur endliche viele Variablen gibt, gibt es ein ¢ mit E;, = E;, 4.
e Losche nun alle e-Regeln aus P.

e Fiir alle Regeln (A — w) € P: Wenn w k Variablen aus E;, enthilt, so fiige alle 2¥ — 1 moglichen
Regeln, die man durch Weglassen von Variablen aus E;, in w erhalten kann, hinzu, aufler (4 — ¢).

e Fiihre neues Startsymbol S’ ein und fiige die Regel &’ — S hinzu.
e Falls § € E;, so fiige die Regel S’ — ¢ hinzu. O

Lemma 3.27 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (V,X,P,S) gibt es eine kontextfreie Grammatik G' =
(V',X,P',8S) ohne Kettenregeln (das heifst Regeln der Form A — B, wobei A, B jeweils eine Variable ist)
mit L(G) = L(G").

BEWEIS:

e Konstruiere einen gerichteten Graphen Ggere = (V, Ekette), in dem die Variablen die Knoten sind
und die Kanten die Kettenregeln.

e Ersetze in den starken Zusammenhangskomponenten (Aquivalenzklassen) die Variablen darin durch
einen Repriisentanten davon. Falls S in einer der starken Zusammenhangskomponente enthalten ist, so
muss S als Représentant benutzt werden.

e Ersetze in allen Produktionen die ersetzten Variablen durch den entsprechenden Reprisentanten. Fiihre
die Ersetzung ebenfalls in G e durch.

e Ersetze nun im dem iibrig gebliebenen kreisfreien Graphen (directed acyclic graph - DAG) in umge-
kehrter topologischer Reihenfolge (,,von unten nach oben®) die Kettenregeln A — B durch die Regeln
A — ,alle rechten Seiten von B“ und entferne jeweils im Anschluss die verarbeitete Kettenregel. [

kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) @ @
V={S,AB,C,DE, F} J
Sei P’ die Menge der Kettenregeln aus P
P'={8§—+ A A— B, B—S, e a
A—FE E—F F— A,
A—C,C— D}

Aquivalenzklassen (rot markiert) definiert durch e e e

gegenseitige Erreichbarkeit

Abbildung 24: Beispiel: Durch Kettenregeln definierte Aquivalenzklassen

BEWEIS: (Satz 3.25)
Konstruktion von G’ in Chomsky-Normalform aus der kontextfreien Grammatik G = (V,%,P,S) mit
L(G") = L(G):
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e Konstruiere geméf Lemma 3.26 eine kontextfreie Grammatik G g = (V/, 3, P, §) mit L(G) =
L(Ge.trei) und Ge g enthilt keine e-Regeln bis auf ggf. 8" — ¢ und das Startsymbol taucht auf keiner
rechten Seite einer Produktion auf.

e Konstruiere gemifl Lemma 3.27 aus G e eine kontextfreie Grammatik G' = (V" X, P, S"), welche
zusétzlich keine Kettenregeln enthilt.

o Fiir alle a € ¥ erzeuge zusétzliche Variablen A4,. Fiige die Regeln A, — a hinzu. Ersetze alle Vorkom-
men von a durch die Variable A, aufler wenn dadurch Kettenregeln entstehen wiirden.

e Teile Regeln mit mehr als zwei Variablen auf der rechten Seite auf:
Sei die i-te Regel A — Bl ...By mit k > 3.
Fiithre neue Variablen C’fl), ceey C,@Q ein und ersetze die i-te Regel durch die folgenden Regeln:

A= B Y o = Byl cf) - Bl ... oW, = B0, ¢V, BB,

Wird G entsprechend dieser Konstruktion modifiziert, so ergibt sich eine Grammatik G’ in Chomsky-
Normalform. |

Die Reihenfolge der Modifikationen ist relevant, denn nicht jede Reihenfolge liefert notwendigerweise eine
Chomsky-Normalform. Beispielsweise kann es passieren, wenn man das Entfernen von Kettenregeln vor das
Entfernen der e-Regeln zieht, dass bei der Entfernung der e-Regeln erneut Kettenregeln generiert werden.

Eine Variable A heiBt nutzlos, wenn es kein Wort w € £* gibt mit A = w. Sonst heifit diese Variable
nitzlich.

Satz 3.28 Sei G eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.
Man kann die nutzlosen Variablen bestimmen und alle Produktionen, in denen sie vorkommen, loschen, ohne
die Sprache zu verdndern.

BEWEIS: sieche Ubung. O

Ab jetzt: Kontextfreie Grammatiken haben Chomsky-Normalform und alle Variablen sind niitzlich.

Der CYK-Algorithmus (Cocke—Younger—Kasami Algorithmus)
Gegeben ist

e cine kontextfreie Grammatik G = (V, 3, P,S) in Chomsky-Normalform, wobei alle Variablen niitzlich
sind, und

e e¢in Wort w =ay...a, € ¥*.

Frage: Ist w € L(G)?
Benutze dazu folgende Hilfskonstruktion:

V(i,j)={A|AcV,A S a;...a;} miti<j .

Die Berechnung kann mittels folgender rekursiver Beziehung umgesetzt werden (Dynamische Programmie-
rung):

V(i,i)={A|(A—a;) €P} Vie{l,...,n}
V(i,j)={A|(A— BC) € P, BeV(i,k), CeV(k+1,4), ke{i... j—1}}

Die V (i, j) konnen damit in der Reihenfolge aufsteigender Linge | = (j — ¢ + 1) konstruiert werden.
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Tabelle 7: Berechnungsreihenfolge der V (7, j) beim CYK-Algorithmus.

l w1 wa ws Wy Wn -1 Wnp,
1 V(1,1) V(2,2) V(3,3) V(4,4 ... V(n—-1,n—-1) V(n,n)
2 V(1,2) V(2,3) V(3.4 V(45 ... V(n-1,n)
n—3|V({1,n-3) V(2,n-2) V@B,n-1) V(4n)
n—2|V({1l,n-2) V2n-1) V(3,n)
n—1|V({1,n-1) V(2,n)
Y n V(l,n)

Es gilt w € L(G) & S € V(1,n).
Mittels dieser Tabelle kann ein Syntaxbaum hergestellt werden.

Satz 3.29 Der CYK-Algorithmus entscheidet in Zeit O(|P| - |w|?), ob w € L(G) ist.

BEWEIS: Der Algorithmus ist correct by construction.

Je V(i,j) lauft die Laufvariable der rekursiven Definition von 4 bis j — 1 nimmt also O(|w|) viele Werte
an. Insgesamt gibt es O(|w|?) viele verschiedene V(i,j), die zu berechnen sind. Jeweils werden die |P|
Produktionen in P durchsucht.

= Laufzeit O(|P| - |w]?) . O

Damit ist das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen in P (also in Polynomazeit losbar).
Korollar 3.30

L ={(G)w | G ist kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform, w € L(G)} € P

Anmerkung:
Weitere Einschriinkung des Grammatik-Typs fiir Programmiersprachen (Look-Ahead-Grammatiken)
= Ziel: Das Wortproblem soll in Linearzeit entschieden werden.

Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Definition 3.31 Sei L eine Sprache tiber X.
L hat die kontextfreie Pump-Eigenschaft, falls gilt:

Ing, € NVz € L, |2z| > ng Ju,v,w,z,y € &* : uvway = z und

(i) |vwzx| < ng

(i) ve #¢
(iii) Vi > 0 : uwv'wa'y € L
Die Negation der kontextfreien Pump-Eigenschaft kann folgendermaflen formuliert werden:

Sei L eine Sprache.
Vnp € N3z € L, |z] > npVu,v,w,z,y € T* : woway = z

(Jowz| < np Ave #¢) = 3 > 0: w'wa'y ¢ L
(z) 11 — (247
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Beispiel 3.32

(a)

(b)

(¢)

(d)

Ly ={a,ba} .

Setze ny, = 4.

Esgilt: {z€ Ly |np < |z]} =0

Entsprechend sind alle Anforderungen der kontextfreien Pump-Eigenschaft erfiillt.
= L, hat die kontextfreie Pump-FEigenschaft.

Lo={a"b" | n>1} .

Setze ny, = 4.

Sei z € Ly mit |z| > ny, = 4 beliebig aber fest.
Es gilt z = a’aabbl! € Ly mit j > 0.

Setze u = a’a,v=a, w=¢, =05, y = bb’.

(i) Jvwz| =2<np =4V

(ii)) ve #e v

(iii) wlwaly = oI T = oFbF € Ly fiir allei >0, dak > 1V
= Ly hat die kontextfreie Pump-FEigenschaft.

L3z = {a"b"c" | n > 0}

Beweis der Negation der kontextfreien Pump-FEigenschaft:

Sei ny, beliebig aber fest.

Setze z = a™Lb" L™ € Ly, also gilt |z| =3 -np > np,.

Sei u,v,w, xz,y eine beliebige Zerlegung von z mit z = wvwzy und (i) und (ii).

e Wegen (i) gilt: v und = bestehen aus maximal zwei verschiedenen Sorten von Zeichen.

o Wegen (ii) gilt: v und = bestehen aus mindestens einer Sorte von Zeichen.

Setze nun in (iii) das i = 0.
Damit ist die Kopplung der a’s an die b’s und an die ¢’s verletzt und uv®wz’y = vwy & Ls.
= L3 hat die kontextfreie Pump-FEigenschaft nicht.

Ly={a"" | n>0}
Beweis der Negation der kontextfreien Pump-Eigenschaft:
Sei nyp, beliel;ig aber fest.
Setze z = a"L, |z| = n% > ny.
Sei u,v,w, z,y eine beliebige Zerlegung von z mit z = wvway und (i) und (ii).
Wiéhle i = 2, dann gilt uwiwzly = ww?wa?y = aritlvel,
Damit a"i "=l ¢ L, muss n2 + |vz| eine Quadratzahl sein.

-~
Es gilt aber n% < n? + Jvz| <n?% +np <n? +np+np+1=(ng+1)?
= n? + |vx| ist keine Quadratzahl und damit uwv?wz?y & Ly.
= L, hat die kontextfreie Pump-FEigenschaft nicht.
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(e) Ls={cw|i>1,we H}U{0,1}*
Beweis, dass Ls die kontextfreie Pumpeigenschaft hat:
Setze ny, = 5.
Sei z € Ls mit |z| > ny, beliebig aber fest.

o Fall z € {0,1}*:
Setze u =¢e,v = 21,W =€,T =€,y = 2223 ... 23|
Dann gilt:
(a) ve #£ ¢
(b) lvwz| < ng,
(c) Vi > 0: ww'wx'y € {0,1}*. Also folgt uviwa'y € Ls.
e Fallze {cFy |k >1,y€ H.}:
Setze u =€,v =21 = C,W = €,T = £,y = 2223 ... 2.
(a) ve # ¢
(b) |vwz| < np,
(c) Sei i beliebig aber fest:
— Falli =0:
x Fallk =1:
Es gilt ww'wz'y = uwvwzy = wwy € H,, da das einzige c entfernt wurde.
Daraus folgt uwy € {0,1}*, also uwy € Ls.
x Fall k > 1:

Es gilt w'wz'y = uwwwz’y = wwy € Ls, da nur ein c entfernt wird und mindestens
ein weiteres c iibrig ist.

0

0

— Fall i > 0: Es gilt uww'wz'y € Ly, da sich nur gleich viele oder mehr ¢ am Anfang des
Worts befinden.

= L, hat die regulire Pump-FEigenschaft.

Satz 3.33 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen) Wenn eine Sprache kontextfrei ist, dann hat
sie die kontextfreie Pump-FEigenschaft.

BEWEIS: Sei L eine kontextfreie Sprache.

= Es gibt eine Grammatik G = (V, X, P,S) in Chomsky-Normalform mit L(G) = L.

Setze ny, = 2IVIH1,

Sei z € L mit |z| > ny, beliebig aber fest. Da |z| > ny = 2IVI+1 muss es im Syntaxbaum einen Pfad von S
bis zum letzten Vorkommen einer Variablen geben, mit einer Linge von mindestens |V| + 1. Betrachte den
langsten Pfad von der Wurzel S zu einem Blatt und wéhle die Variable A von unten aus betrachtet, die als
erste doppelt vorkommt. Es gibt so eine Variable, da der Pfad mindest Linge |V| + 1 hat und es nur |V
viele verschiedene Variablen gibt.

Wihle nun die Aufteilung von z in folgende Abschnitte (vergleiche mit Abbildung 25):

u = ,, Teilwort welches sich im Syntaxbaum links vom oberen A befindet “

v = ,Teilwort welches sich im Syntaxbaum unterhalb des oberen A und links vom unteren A befindet “
w = , Teilwort welches sich im Syntaxbaum unterhalb des unteren A befindet *

x = , Teilwort welches sich im Syntaxbaum unterhalb des oberen A und rechts vom unteren A befindet “

y = , Teilwort welches sich im Syntaxbaum rechts vom oberen A befindet “
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Abbildung 25: Aufteilung anhand eines beispielhaften Syntaxbaums eines Wortes z.

Zu (i):

Der langste Pfad vom oberen der beiden A bis zu einem Blatt ist |V| + 2 lang. Im letzten Level wird nur
noch je eine Variable in ein Terminal umgewandelt. Entsprechend kann sich der Baum ab dem oberen A
maximal |V| + 1 mal verzweigen und damit maximal 2/V+1 Blitter erzeugen.

= |owz| <2V =np v

Zu (ii):

P enthiilt keine Kettenregeln. Damit muss der Syntaxbaum von z einen Pfad vom oberen A zu einem Blatt
enthalten, der nicht durch das untere A verlduft.

Svr#eV

Zu (iii):

Bei ¢ = 1 muss der Baum nicht verédndert werden.

= wlwrly e L(G) =L v

Bei ¢ = 0 kann aus dem Syn-
taxbaum der Bereich ab dem
oberen A durch den Bereich ab
dem unteren A ersetzt werden.
Dies ist weiterhin ein giiltiger
Syntaxbaum und er stellt die
Ableitung des Wortes uwy =

wvwzy dar.

= wwzy € L(G) =L v

Abbildung 26: Beispielhafter Syntaxbaum fiir das Wort wv’way = uwy.
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Beii > 1 muss i—1 mal der Teil ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

ab dem oberen A beim unteren O O : O O 3 O

A wiederholt werden und erst —— ~~
u v Yy

beim letzten unteren A wird der
Teil unter dem urspriinglichen
unteren A angehéngt. Das da-
durch abgeleitete Wort ist das
gewiinschte uviwzly.

= w'wr'y e L(G)=Lv O

{ .

i

—_— ——

v w

Abbildung 27: Beispielhafter Syntaxbaum fiir das Wort uv3wa3y.

Die Chomsky-Hierarchie

Sei L;, i € {0,1,2,3} die Klasse der Sprachen, die durch Grammatiken vom Typ CHOMSKY-i erzeugt werden
konnen:

e L3: Reguldre Sprachen

e [o: Kontextfreie Sprachen

e [1: Kontextsensitive Sprachen

e Lo: Rekursiv aufzdhlbare Sprachen

&: Entscheidbare Sprachen

Satz 3.34
L3 T Ly C L CEC Ly S ,Alle Sprachen®

=

BEWEIS: —
L(a*b*) € L3 F{a™V" |n>0} € Lo F{a"b"c" | n>0} e L1 FHELyFH

Alle kontextsensitiven Sprachen sind entscheidbar. Umgekehrt gilt dies nicht. Allgemein sind alle Probleme
nicht kontextsensitiv, die nicht mit linearem Platz auskommen. Beispielsweise gibt es Instanzen des Problems
Aquivalenz regulérer Ausdriicke (EXPSPACE-vollstindig) die mindestens exponentiellen Platz benétigen. [
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Kellerautomaten

Definition 3.35 Fin nichtdeterministischer Kellerautomat (NPDA, nondeterministic pushdown
acceptor / nondeterministic pushdown automaton) M bzw. ein deterministischer Kellerautomat
(DPDA, deterministic pushdown acceptor / deterministic pushdown automaton) M ist beschrie-
ben durch 7 Komponenten M = (Q,%,T', 6, qo, Zo, F') mit

e (): Endliche Menge von Zustinden

e >: FEndliches Eingabealphabet

o I': Endliches Kelleralphabet

0:Q x (Zu{e}) x T u{e}) = P(QxT¥)

qo: Startzustand

Zy mit Zy € I': Kellergrundsymbol
o F': Akzeptierende Zustinde

Sobald ein Zustand q € F erreicht wird hdilt der Kellerautomat.

Zu Beginn steht der Lesekopf unter dem ersten Zeichen der Fingabe und der Keller ist leer.

Das Kellergrundsymbol liegt immer auf dem Kellerboden.

x € L(M) < Es gibt eine Rechnung, die einen Zustand q € F erreicht, und alle Zeichen von x wurden
gelesen.

M ist deterministischer Kellerautomat, wenn es zu jeder Konfiguration genau einen oder keinen mdglichen
Zustandsiibergang in § gibt.

- q0 go 9

JAQR

;i NEIN
— Kot S ® Lesekopf

Cg/‘ (kann sich nur nach rechts bewegen)
N

b N O O O

) Eingabe (read only, read once)
_ Stack (read and write)

Z0 Es kann nur oben vom Stack jeweils ein Zeichen gelesen/entfernt werden
und nur oben auf den Stack konnen Zeichen geschrieben werden.

Kellergrundsymbol
Abbildung 28: Aufbau eines Kellerautomaten.
Beispiel:
Die Sprache ,, Klammerungen*, welche alle wohlgeformten Klammerausdriicke mit runden und eckigen Klam-

mern enthélt ist kontextfrei.
Die Sprache kann mittels folgender kontextfreier Grammatik erzeugt werden:

g: (V= {8}72 = {(7 [7]7)}77)78) mit

S—=(S)|[S]|SS e
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Zum Beispiel das folgende Wort liegt in L(G).
[O)[]] € L(G)

Satz 3.36 L ist kontextfrei < Es gibt einen nichtdeterministischen Kellerautomaten mit L(M) = L.

BEWEIS:

”<:“:

Gegeben ist NPDA M.

Zu konstruieren ist kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L(M).

Extrem schwieriger Beweis, beispielsweise nachzulesen in [1] (HOPCROFT/ULLMAN), benutzt den Nichtde-
terminismus auf duflerst komplizierte Art und Weise.

”:>“:

Gegeben ist kontextfreie Sprache L und kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L.

Ziel: Einen nichtdeterministischen Kellerautomaten M mit L = L(M) konstruieren.

Idee: M vollzieht eine Linksableitung fiir das Eingabewort x nach. Auf dem Keller steht die aktuelle Satzform
ohne die bereits verarbeiteten (mit Eingabe verglichenen) Terminalsymbole.

Konstruiere aus G = (V, %, P, S) einen nichtdeterministischen Kellerautomaten:
NPDA M = (Q,%,T,6,q0, Zo, F) mit I' = {Zy} UV U X, wobei die Mengen {Zy}, V und ¥ disjunkt sind,
Q = {q07aa qaccept}a F= {Qaccept} und

0
swezr {02 )
w1
VA€V :§(g,eA) = q, : (A= wy...w) €P
W
Va € ¥:6(q,a,a) = {(g,¢)}
5(q,€, Zo) = {(daccept, Z0)}
Dieser Kellerautomat ist correct by construction. |

Beispiel: G = (V = {S},% = {a,b}, P, S) mit
P:
S—e|aAbB A—ab|laAb B — aBb|aa
Beispiel-(links-)ableitung:
S — aAbB — aaAbbB — aaabbbB — aaabbbaa € L(G)

Beschreibung des Ablaufs des NPDA der aus der Grammatik erzeugt wird bei der akzeptierenden Rechnung
zur Eingabe aaabbbaa:

zu lesen als:

»Zustand“, , Kellerinhalt® ”

»vom Keller gelesenes Zeichen oder &“

von Eingabe gelesenes Zeichen oder ¢ .
,heuer Zustand“, ,neuer Kellerinhalt

a a

a A A b
e — e — a — e — a _ e _ aq
q0, —dq, —q, A= q, A= q, b |— q, b |~ q, b |—
Zo S b a b A b a b A b a

S B B B B B

ZO Z() ZO Z(] Z() ZO ZO
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b
a _ b _ b _— b _ £ — a _ a _— €
— q, b — q, b — q, — q, — q, — q, — q, — QQccepb
a b b b B a a Zo
b b b a
B B B B a a
Zo Zo Zo Zo Zo Zo Zo Zo

Alternative Darstellung der Konfiguration:

,Kellerinhalt (von unten nach oben)“ | Zustand® ,noch zu lesende Zeichen*

Darstellung der selben Rechnung mit dieser Notation:

Z qo aaabbbaa — ZyS qaaabbbaa — ZyBbAa qaaabbbaa — ZyBbAq aabbbaa — ZyBbbAa q aabbbaa —
— ZyBbbAq abbbaa — ZyBbbba q abbbaa — ZyBbbbq bbbaa — ZyBbbqbbaa — ZyBbqbaa —

— ZoBqaa — Zoaaqaa — Zopaqa — Zoq — Zy Qaccept

Fakt:
Lpppa & Lnppa

Beispiel: (Beleg fiir den Fakt)
L={a"b'c |i,j>0}u{abic'|i,j>0}
L ist kontextfrei, aber es gibt keinen DPDA A mit L(A) = L. Also L € Lyppa und L & Lpppa.

Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen
Satz 3.37 Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter U, -, ()*.

BEWEIS:

Sei L; kontextfrei, erzeugt durch eine kontextfreie Grammatik G;, wobei die Variablenmengen disjunkt sind.
L; U Ly wird erzeugt durch: S — S; | Ss .

Ly - Ly wird erzeugt durch: § — &1, .

L} wird erzeugt durch: S +— S8S&; | €. O

Satz 3.38 Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter N, ().
BEWEIS:
L= {a"b"ci | n,i> 0} € Lo
Ly ={a'b"c" |n,i >0} € Ly
LiNLy={a"b"c" |n>0} ¢ Ly
LiNLy=1LiULy, dh.: Wire £, unter Komplementbildung abgeschlossen, dann auch unter N.

O
Anmerkung: Satz 3.38 bedeutet nicht, dass fiir kontextfreie Sprachen L; und Ly der Durchschnitt L N Loy
grundsétzlich nicht kontextfrei ist.

Satz 3.39 Sei L eine kontextfreie und R eine requlire Sprache. Dann ist L N R kontextfrei.
BEWEIS: Ubung. O

Beispiel: (Anwendung) _
L={1}*u {@11” |i>1,pist prim}
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Setze R = L(®1*) . R ist regulir.

LNR={O1?7|pist prim} = {®} - {17 | p prim}

L N R hat die kontextfreie Pumpeigenschaft nicht und ist deshalb nicht kontextfrei.
= L kann nicht kontextfrei sein.

,, Gefiihl fiir Kontextfreiheit*:

Eine kontextfreie Sprache ist ,,sowas wie korrekte Klammerung“ mit reguldren Teilen zwischen den Klam-
mern. Fakt: Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es n, R und h mit h(D, N R) = L, wobei D,, die jeweilige
Dyck-Sprache bezeichnet, h ein Homomorphismus ist und R eine regulédre Sprache ist. D,, ist die Sprache,
welche alle korrekten Klammerungen mit n verschiedenen Klammersymbolen enthélt.

Die Sprache
L ={ww® | w € {a,b}*}, wobei w" die Spiegelung von w bezeichnet

ist kontextfrei.

Die Sprache
L ={ww|we {a,b}"}

ist nicht kontextfrei.
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4 Primitive Rekursion und p-Rekursion

4.1 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

Definition 4.1

Variablen: x1,xo, ...

Konstanten: 0,1,2,...

Trennsymbole: E]

Operationszeichen: +, — dabei gilt a—b =,a monus b“= max{0,a — b}
Schliisselworter: LOOP, DO, END

Bei FEingabe ni,...,n; € N stehen diese Zahlen in x1,...,x) und alle anderen Variablen x; sind mit 0
initialisiert. Am Ende der Rechnung steht die Ausgabe in x1.

Induktive Definition von LOOP-Programmen:
Wertzuweisungen: x; :=x; + ¢
z; :=xj—c  wobei c € N eine beliebige Konstante ist.
Also sind auch folgende Wertzuweisungen méglich:
T;:=x; mitc=0
T, =cC mit x; = x; + ¢ und x; = 0 eine unbenutzte Variable.
Sind P; und P, LOOP-Programme, so ist auch

Py Py
ein LOOP-Programm. Ist P ein LOOP-Programm, so ist auch
LOOP z; DO P END
ein LOOP-Programm.

Die Bedeutung von + und — ist klar.
Py Ps: Fiihre erst P; aus, danach P.
LOOP x; DO P END: Fiihre P so oft hintereinander aus,
wie der Wert von z; zu Beginn der LOOP-Schleife ist.

Definition 4.2 FEine Funktion f : N¥ — IN heifft LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P
gibt, das f berechnet, so dass zu Beginn nq,...,ng in 1,...,2 stehen und zum Schluss f(n1,...,ng) in x;
steht.

LOOP-berechenbare Funktionen sind total.
Frage: Sind alle totalen, berechenbaren Funktionen LOOP-berechenbar? [Nein! Z.B. Ackermannfunktion]

Mit den vorhandenen Anweisungen koénnen viele andere niitzliche Kommandos mittels LOOP-Programm

simuliert werden:
F ;=0 THEN P END

y:=1
LOOP z; DO y:=0 END;
LOOP y DO P END;

XT3 =1 + T2
x3 :=x1 + 0;
LOOP x5 DO z3:=x3+1 END;

T3 ‘= T1 - T
x3 :=0;
LOOP x5 DO z3:=z3+x1 END;
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23 =1 mod xe und x3 = |21 /22] gehen entsprechend.

Definition 4.3 WHILE-Programme sind LOOP-Programme mit dem zusdtzlichen Konstrukt
WHILE z; #0 DO P END;

P wird so lange wiederholt, wie x; nicht 0 ist.

LOOP-Anweisungen konnen in WHILE-Anweisungen iiberfithrt werden.

LOOP z DO P END
54
y:=x; WHILE y#0 DO y:=y—1; P END;

Definition 4.4 Eine Funktion f : N* — IN heist WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-Programm
P gibt, das f berechnet, so dass zu Beginn ny,...,ng in 1,...,T, stehen und zum Schluss f(ni,...,nk) in
T, steht.

Satz 4.5 Jede WHILE-berechenbare Funktion kann von einer deterministischen 1-Band-Turingmaschine
berechnet werden.

Definition 4.6 Ein GOTO-Programm besteht aus Anweisungen A; und Marken M;:
My : Ay, My : Ay My Az ... My @ Ag;

Es gibt dabei folgende Anweisungen:
Wertzuweisungen.: T =+

€T; = xj¥c;
unbedingter Sprung: GOTO M;;
bedingter Sprung: IF xz; =c THEN GOTO Mj;
Ende: HALT;

WHILE-Anweisungen kénnen in GOTO-Anweisungen iiberfiithrt werden.

WHILE x#0 DO P END

=
My: IF =0 THEN GOTO My;
My : P;
Ms: GOTO M,
M4 :

Damit kann jedes WHILE-Programm in ein GOTO-Programm umgewandelt werden.
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Umgekehrt kann auch jedes GOTO-Programm in ein WHILE-Programm umgewandelt werden.

My :Ay; My: Ay; Ms: Asz; ... My : Ayg;
=
count :=1;
WHILE count #0 DO
IF count =1 THEN A} END;
IF count =2 THEN Al END;
IF count =3 THEN A} END;

IF count =k THEN A} END;

)

END
wobei
xj=x;+¢; count := count + 1; falls A; = (zj =21+ ¢;)
T = x;—¢; count = count + 1; falls A; = (zj == z—¢;)
count := j falls A; = (GOTO M;)

IF z; =c THEN count :=1;
ELSE count :=count+1 falls A= (IF z; =c THEN GOTO M;)
count := 0 falls A; = (HALT)

Satz 4.7 (Kleenesche Normalform fiir WHILE-Programme)
Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein WHILE-Programm mit nur einem WHILE-Konstrukt
berechnet werden.

BEWEIS: Beliebiges WHILE-Programm — GOTO-Programm — WHILE-Programm. ]

Es gilt:
TM & RAM < GOTO < WHILE D LOOP
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4.2 Definition primitiv rekursiver und p-rekursiver Funktionen

Definition 4.8 Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen ist induktiv definiert:

1.  Die konstanten Funktionen sind primitiv rekursiv.

2. Die Projektionen sind primitiv rekursiv (7} (x1,...,%n) = Tk).

3. Die Nachfolger Funktion s(n) =n+ 1 ist primitiv rekursiv.
1 — 3 sind die Basisfunktionen.

4.  Jede Funktion, die durch einsetzen von primitiv rekursiven Funktionen entsteht,
ist primitiv rekursiv.

5. Jede Funktion, die durch primitive Rekursion aus primitiv rekursiven Funktionen entsteht,
ist primitiv rekursiv.

f(07y17'~'ayk) = g(ylaayk)
f(S(n),yl,...,yk) = h(f(n7y17"'7yk)7n7y1u"'7yk)
~~
=n+1
Beispiele:
add :IN?> - IN w:IN = IN
add($7 y) =,T+ y“ U(TL) =, max(n — ]_, 0)“
add(0,y) = 71 (y) u(0) =
add(s(x),y) = s(add(x,y)) u(s(n)) = 73 (u(n),n) =n
mault :IN> =5 N sub:IN? > IN
mult(z,y) =,z -y« sub(z,y) = ,x—y“
mult(0,y) =0 sub(z,0) =z
mult(s(x),y) = add(mult(z,y), x) sub(z, s(y)) = u(sub(z,y))
r+y+1 1 . . .
c(z,y) = ) +a= i(x +y+ 1) (z+y)+a ist primitiv rekursiv
T —
c(z,y) H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
0 02| 5|9 ]|14
1 1 4 8 |13 ] 19
Yy
I 2 317 ]12]18|25
3 6 | 11| 17 | 24 | 32
4 10 [ 16 | 23 | 31 | 40

c:IN? — N ist eine bijektive Abbildung.
Seien nun e und f die inverse Abbildung von ¢, wobei e die erste und f die zweite Komponente des Urbilds
berechnet.

e(c(z,y)) = x flelz,y)
e(18) =3 =
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Man kann ¢ auch auf mehr Dimensionen erweitern:

(z,y,2) = c(z, ez, y))

(ng,m1,...,nk) = c(no,c(ny,...,c(ng,0)...))

Seien nun d; die inverse Abbildung von ¢, wobei d; die i-te Komponente des Urbilds berechnet.

do(n) = e(n) (= no)

di(n) = e(f(n) (=n1)

di(n) =e(f(f(... f(n)...))) (= i)
i mal

di(n) = e(f(f(... f(n)...)) (= k)
k mal

Wenn e und f primitiv rekursiv sind, so sind auch die d; primitiv rekursiv.
Ein Préadikat P(x) ist primitiv rekursiv, falls die charakteristische Funktion primitiv rekursiv ist.

Beschriankte Maximumbildung;:
q(n) =max{z |z <n,P(z) =1}

Existiert das Maximum nicht, so ist g(n) = 0.

q(0)=0
a(s(n)) = { s(n+1) falls Pn+1)=1 }

st —q(n) + Pn+1)- (n+1 - g(n)
Ist P(x) primitiv rekursiv, so ist auch g(n) primitiv rekursiv.
Beschriankter Existenzquantor:

1 fallsesein z € {0,...,n} mit P(x) =1 gibt
On) = { {0.....n} mit P(r) =1 g
0 sonst .

Q(0) =P(0)
Q(s(n)) =P(s(n)) + Q(n) — P(s(n)) - Q(n)

Ist P(x) primitiv rekursiv, so ist auch Q(n) primitiv rekursiv.

Damit sind die folgenden Funktionen ebenfalls primitiv rekursiv:

e(nym,k) =max{z |z <n Jy <k:c(r,y) =m} ist primitiv rekursiv.
e(n) =¢€'(n,n,n) ist primitiv rekursiv.
f'(nym,k) =max{y |y <n Jz <k:c(z,y) =m} ist primitiv rekursiv.
f(n) = f'(n,n,n) ist primitiv rekursiv.

Satz 4.9 Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen ist genau die Klasse der LOOP-berechenbaren Funk-
tionen.
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BEWEIS:

”<:“:

f+IN" — IN sei LOOP-berechenbar mittels LOOP-Programm P

Ziel: gp({ap,a1,...,a.)) = (bo,b1,...,bg) primitiv rekursiv, wobei die bg,...,b; die Inhalte der Register
—_——

=n
Zg, ..., T, sind nach Ausfiithrung von P.

e Falls P von der Form ist: ¢; = z; £ ¢ :
gr(n) = (do(n),...,di—1(n),d;(n) £ c,dit1(n),. .., dk(n))

e Falls P von der Form ist: Py; P» : gp(n) = gp,(gp, (n))
e Falls P von der Form ist LOOP z; DO @ END :

Hilfsfunktion: h(0,z) =x

So ist gp = h(d;(n),n)
Damit gilt f(nq,...,n,.) =do(gp((0,n1,...,n,,0,...,0)))
——
k—r viele
Wj“:
Gegeben sei eine primitiv rekursive Funktion f.

Ziel: Angabe eines LOOP-Programms, das f berechnet.
Sei f durch primitive Rekursion gegeben, das heif3t

f(07y17 s 7yk) :g(yla v ayk)
f(S(Tl+ 1)7y17 s 7y/€) :h(f(n7y1a v ayk)an7y1a s ayk)
Dies wird umgewandelt zu

T =N
z:=0;
0 = g(Y1s-- -+ Uk);
LOOP n DO z:=2z+1; x:=h(xo,2,y1,---,Yyk) END
In z¢ steht am Ende f(n,y1,...,yk)- O

Definition 4.10
Der p-Operator macht aus einer (k + 1)-stelligen Funktion f eine k-stellige Funktion wie folgt:

wf(xy,...,xx) =min{n | f(n,z1,...,z,) =0 und Ym < n ist f(m,x1,...,x) definiert} .

Konvention: min(()) ist undefiniert.

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen, ist die Klasse von (eventuell partiellen) Funktionen, die die Ba-
sisfunktionen enthélt, abgeschlossen unter Einsetzung, primitiver Rekursion und Anwendung des pu-Operators
ist.

Satz 4.11 Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist genau die Klasse der berechenbaren Funktionen (das
heifst Turing-berechenbaren Funktionen).
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BEWEIS:
»<=“: Sei f berechenbar durch ein WHILE-Programm P.
Falls P von der Form WHILE z; #0 DO @ END

h(0, z)
h(s(n), )

T

gq(h(n, z)) (gegebenenfalls partiell)

f(x) = gp(x) = hp(d; o h)(x),x)
————
besagt, wie oft die WHILE-Schleife durchlaufen wird, bis z; = 0 ist

»,=“: Sei f durch p-Operator definiert - also f = ug.
Ziel: WHILE-Programm angeben, das f berechnet.

zo = 0;

y:=g(0,z);

WHILE y+#0 DO xg:=xz9+ 1;y := g(xo,2); END
In z¢ steht am Ende f(z) = ug(z).

Satz 4.12 (Normalformsatz von Kleene)
Berechenbare Funktionen benétigen den u-Operator maximal einmal.

Berechenbarkeit und Formale Sprachen 88



4.3 Die Ackermann Funktion

ack :INZ — N
ack(0,y) =y +1
ack(z,0) = ack(x — 1,1)
ack(z,y) = ack(x — 1, ack(z,y — 1))

ack(z,y) Yy —
0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
x
+2 3 5 7 9 11 13
3 5 13 29 61 125 253
4 13 65533 965536 _ g | 92" _ 20 g | g™y
5 65533 ack(4,65533)
Es gilt:
o ack(l,y) =y+2
e ack(2,y)=2-y+3
e ack(x,y) ist Turing-berechenbar und damit auch p-rekursiv.
e ack(x,y) ist total.
e ack(x,y) ist nicht primitiv rekursiv.

Fiir ein LOOP-Programm sei

DisoMi SN

Die n; sind die konkreten Eingaben fiir P.

Die n} sind die Inhalte der Variablen, nachdem P
mit den n; gestartet worden ist und fertig ist.

fp(n) = max Zn;

i>0

Lemma 4.13 Fir jedes LOOP-Programm P gibt es eine Zahl ky,, so dass fir alle n gilt: fp(n) S ack(kp,n)
(& VP € {LOOP-Programme}3kp¥n € Ny : fp(n) S ack(kp,n)).

BEWEIS: Induktiv iiber den Aufbau von LOOP-Programmen.

e Falls P von der Form x; := —x; & ¢ ist:
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt ¢ € {0,1}

fr(n) <2n+1% ack(2,n)

Wihle /{p = 2.
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e Falls P von der Form P;; P, ist:
Per Induktionsannahme gibt es kp, und kp, mit fp, (n)
Mit ks := max{kp, — 1,kp,} :

fp(n) <fp,(fp,(n))

S ack(kp,,n) und fp,(n) S

<CLC]€ kp2 s aCk(kPl ) ))

=ack(ks +1,n+ 1)
<ack(ks +2,n) .

Wiihle kp = max{kp, — 1,kp,} + 2.

e Falls P von der Form LOOP z; DO @ END ist:

(
(
<ack(ks,ack(ks + 1,n))
(
(

Per Induktionsannahme gibt es kg mit fo(n) S ack(kg,n).
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kommt z; in @ nicht vor.
Sei m (m < n) die Zahl, so dass m Schleifendurchléufe die gréfite Summe 3, n; erzeugt.

m=0: fr(n) =n < ack(0,n)

m = fp(n) < fo(n) £ ack(kq,n)

m > 2 fr(n) < fo(fo(--- fo(fo(n —m))...)) + m
Inhalt von x;

m mal

s ack(kQ, fo- -

< ack(kq, ack(kq, . .

fo(fo(n—m))..

))+m

.ack(kg, ack(kg,n —m))..

m mal

< ack(kg, ack(kq, . ..

ack(kg, ack(kg + 1,n —

m mal

= ack(kq, ack(kq, . ..

ack(kg+1,n—m+1)..

(m—1) mal

= ack(kg + 1,n)

Wihle kp = kg + 1.

Satz 4.14 ack(x,y) ist nicht LOOP-berechenbar und somit auch nicht primitiv rekursiv.

BEWEIS: Diagonalisierung:
Annahme ack(x,y) ist LOOP-berechenbar durch P.

Dann ist auch g(n) = ack(n,n) durch P’ LOOP-berechenbar.
Nach Lemma 4.13 gibt es eine Konstante kps sodass g(n) < fp/(n) S
ack(kp:, kp) = g(kp:) 7

Fiir n = kp gilt damit g(kp/) < fp(kp) S
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